Cwiczenie 9

BADANIE DRGAN NA PLASZCZYZNIE FAZOWE]

-Cwiczenie sktada sie z dwéch czesci. Pierwsza polega na badaniu wtasci-
woéci punktéw osobliwych liniowego oscylatora o jednym stopniu swobody,
w drugiej bada sie obrazy fazowe oscylatoréw z r6znymi nieliniowo$ciami
programowanymi na stanowisku badawczym.

Celem ¢wiczenia jest pokazanie praktycznego zastosowania metody topolo-
gicznej w badaniu drgaf, a takze zademonstrowanie waznych wta$ciwosci
drgan nieliniowych; a szczeg6lnie niestatecznych punktéw réwnowagi, krzy-
wych separujacych i cykli granicznych.

9.1. Wprowadzenie teoretyczne

9.1.1. Ptaszczyzna fazowa, trajektorie fazowe, punkty osobliwe

Metoda plaszczyzny fazowej jest topologiczna metoda badania uktadéw
dynamicznych I rzedu, w tym takze mechanicznych uktadéw o jednym stop-
niu swobody. Polega ona na poszukiwaniu rozwiazania dynamicznego réwna-
nia ruchu nie jako funkcji czasu, lecz w postaci zalezno$ci miedzy predkoscia
a przemieszczeniem. Metoda ptaszczyzny fazowej pozwala okre$li¢ podstawo-
we wlasciwoéci ruchu bez potrzeby rozwiazywania wyjéciowych réwnan
ruchu w dziedzinie czasu.

Rozpatrzmy uktad o jednym stopniu swobody opisany réwnaniem

£+ FO i) =0, .1

gdzie F jest na og6t nieliniowa funkcja swych argumentéw.
Réwnanie (9.1) mozemy zastapi¢ dwoma réwnaniami [ rz¢du, wprowadza-
jac nowe zmienne: x; = x, x, = X. Maja one postaé

X =X,
X, = —F(xl,x.z,t).
Jezeli sa spetnione warunki istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzan uktadu

(9.2), to dla kazdych warunkéw poczatkowych x,(0) = x5 i x,(0) = x,, ist-
nieja dwie funkcje

9.2)
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(9.3)

stanowiace rozwiazanie réwnafi (9.2). Réwnania (9.3) sa parametrycznymi
réwnaniami (parametrem jest czas) pewnej krzywej w przestrzeni dwuwymia-
rowej (x;,x,). Krzywa t¢ nazywamy trajektoria fazowa, a przestrzen (x;,x,)

' — plaszczyzna fazowa.

Dzielac stronami drugie réwnanie (9.2) przez pierwsze, otrzymujemy réw-
nanie I rzgdu z niewiadoma funkcja x, = f(x,)

dx, B F(x,x,t)
. _—

(9.4)

1 X

Mozemy zauwazyé, ze dla uktadéw autonomicznych, tzn. takich, dla kté-
rych funkcja F nie zalezy jawnie od czasu, rozwiazanie ogélne réwnania (9.4)
opisuje rodzine stacjonamnych trajektorii fazowych uktadu. Rodzina ta nosi
nazwe obrazu fazowego uktadu. Metoda ptaszczyzny fazowej polega na anali-
zie obrazu fazowego otrzymanego w wyniku catkowania réwnania (9.4), dlate-
go odnosi si¢ ona do uktadéw autonomicznych. Dalej zajmiemy si¢ autonomi-
czng postacia réwnania (9.4). Zmienne x, i x, bedziemy interpretowa jako
przemieszczenie i predko$€ (liniowe lub katowe). Réwnanie trajektorii fazo-
wej przy tych zatozeniach przyjmuje postaé

dv _ F(xy)

9.5)
dx v

Punkt plaszczyzny fazowej P(x’,v*"), w ktérym réwnocze$nie v* = O oraz
F(x*,v") = 0, nazywamy punktem osobliwym uktadu. Inne punkty nazywamy
zwyklymi lub regulamymi. Jak widaé, punkty osobliwe uktadu (9.1) leza na
osi x ptaszczyzny fazowej. Punktéw tych moze byé wiele. Spetnienie warun-
kéw jednoznaczno$ci rozwiazan sprawia, ze przez kazdy regulamy punkt
ptaszczyzny fazowej przechodzi jedna i tylko jedna trajektoria fazowa. Ozna-
cza to, ze trajektorie fazowe nie moga si¢ przecina¢ w punktach regularnych.

Zauwazmy, 2e punkty osobliwe uktadu autonomicznego (9.1) sa punktami
réwnowagi tego uktadu. Rzeczywiscie, dla punktéw osobliwych jest v = O
oraz F(x,v) = 0, co pociaga za soba dv/dt = 0, a to oznacza réwnowageg.
Aby znaleZé potozenie punktéw osobliwych na osi x, nalezy rozwiazal réw-
nanie F(x,0) = 0.

W uktadach liniowych (funkcja F liniowo zalezy od x) istnieje tylko jeden
punkt osobliwy. JeSli rozpatrywany punkt osobliwy nie jest punktem zerowym
(x* # 0), to zawsze mozna go sprowadzi¢ do zera przez wprowadzenie nowej
zmiennej y = x ~x" i rozpatrywaé réwnanie
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J+foy =0, ©.6)

gdzie f(y,y) = F(y +x'), przy czym f(0,0) = 0.

Ze wzgledu na zachowanie sig trajektorii fazowych w otoczeniu punktéw
osobliwych punkty te mozna podzieli¢ na stateczne (trajektorie zaczynajace
si¢ w dowolnym sasiedztwie takich punktéw nie oddalaja si¢ od nich w spo-
séb trwaly) i niestateczne (trajektorie oddalaja sie od nich z uptywem czasu).
O statecznosci punktu osobliwego mozna czgsto wnioskowa¢ na podstawie
rbwnania ruchu zlinearyzowanego w otoczeniu tego punktu. Linearyzacja
polega na rozwinieciu funkcji F(x,v) w szereg Taylora (lub funkcji f(y,v)
w szereg Maclaurina) i pominieciu wyrazéw stopnia wyzszego niz pierwszy.
Stateczno$¢ punktu osobliwego warunkuja pierwiastki réwnania charakterysty-
cznego uktadu zlinearyzowanego wokét tego punktu. JeSli czeSci rzeczywiste
obu tych pierwiastkéw sa ujemne, to punkt osobliwy jest asymptotycznie
stateczny (wszystkie trajektorie z pewnego otoczenia tego punktu zmierzaja do
niego wraz z uplywem czasu). Je§li te czesci s3 réwne zeru, to punkt osobli- Rys. 9.1. Konstrukcja trajektorii fazowej metods izoklin (ukiad opisany réwnaniem
wy moze by¢ stateczny, asymptotycznie stateczny lub niestateczny, a warun- 2+5%+4x = 0)
kuja to wyrazy nieliniowe funkcji F. W przypadku dodatnich czesci rzeczy-
wistych (lub samych pierwiastkéw) punkt osobliwy jest niestateczny.

Z réwnania (9.5) wynika wazna wia$ciwo$¢ trajektorii fazowych jako krzy-
wych geometrycznych: we wszystkich punktach regulamych trajektorie fazowe
przecinaja o§ x pod katem prostym. Ruch punktu fazowego po trajektorii
odbywa sie tak, ze na géme] pétplaszczyZnie wspbtrzedna x roénie (v > 0),
a na dolnej maleje.

Rozwiazanie réwnania trajektorii fazowych (9.5), poza przypadkami szcze- . .
gblnymi, réwniez napotyka trudno$ci. Znanych jest kilka metod umozliwiaja- F(x,x,t) = fx+ ax, (a,p ER), (9.8)
cych uzyskanie obrazu fazowego przy wykorzystaniu zaleznoéci geometrycz-
nych na ptaszczyZnie fazowej. Jedna z nich jest metoda izoklin.

- Izokling nazywamy miejsce geometryczne punktéw plaszczyzny fazowej L . _ (9.9)
o tej wilasciwosci, ze trajektorie w tych punktach maja ten sam kat nachylenia rivar+f =0, '
stycznej. Izokliny, podobnie jak trajektorie fazowe, stanowia rodzing krzy- a jego wyréznik ma postaé A = «? - 4. Rozpatrzmy cztery przypadki

wych, ktére nie moga si¢ przecinaé w punktach regulamych ptaszczyzny Da=0 p>0, A <0

fazowej. Z definicji wynika konstrukcja réwnania rodziny. Jeéli C oznacza
tangens kata nachylenia stycznej, to rodzina izoklin jest opisana réwnaniem

9.1.2. Punkty osobliwe autonomicznego uktadu liniowego

Zat6zmy nastepujaca postaé funkcji F w réwnaniu (9.1)

ktéra mozemy takze traktowad jako czg¢$¢ liniows tej funkcji.
Réwnanie charakterystyczne dla (9.8) jest

Pierwiastki réwnania (9.9) sa liczbami urojonymi

I, = tiwg, (5.10) |

_ _F(xv,_v)‘ = C. 6.7 , gdzie wy = VB.

Rozwiazanie réwnania ruchu jest funkcja harmoniczna
Jesli w obrazie fazowym istnieja trajektorie proste, to istnieja tez izokliny

proste i krzywe te pokrywaja sie. Majac przebiegi izoklin, mozemy z dowolna

doktadnoscia, odcinek po odcinku szkicowaé trajektorig fazowa, zaczynajac

z pewnego punktu poczatkowego (rys. 9.1). gdzie 4 i ¢ nalezy wyznaczyé z warunkéw poczatkowych.

x(t) = Asin(wyt + @), 6.11)
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Réwnanie trajektorii fazowych

dv __Bx (9.12)

ma rozwiazanie ogéine
v:eBa? = C,  (C>0), ©.13)

ktére opisuje jednoparametrowa rodzing elips o §rodku (0,0) i osiach réwno-
legtych do osi wspétrzednych (rys. 9.2).

Punkt osobliwy w tym przypadku nazywamy $rodkiem. Jest to stateczny
punkt réwnowagi ukiadu.

Ve

Rys. 9.2. Obraz fazowy ukladu z punktem osobliwym typu ,,Srodek”

2)a #0, A<0
W tym przypadku mamy pierwiastki charakterystyczne

T2 =-%a¢iw, (v =y-4)

oraz rozwiazanie réwnania ruchu

x(f) = Aexp [— % at] sin(wt + @), (9.15)

gdzie A 1 ¢ sa stalymi catkowania. R6wnanie trajektorii jest trudniej rozwia-
zaé. Wystarczy stwierdzi¢, ze trajektorie sa spiralami. Punkt osobliwyP(0,0)
nosi nazwe ogniska. Zaleznie od znaku a sa dwa typy ogniska: ognisko
stateczne (a > 0) i niestateczne (a < 0). Rysunek (9.3) przedstawia przyktady
trajektorii w otoczeniu ogniska statecznego (a) i ogniska niestatecznego (b).
Przypadek (a) odpowiada stabemu ttumieniu (ttumieniu podkrytycznemu).
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Rys. 9.3. Trajektorie fazowe woko6t punktu osobliwego typu ,,ognisko”

3)ae=#0,420
Pierwiastki charakterystyczne sa w tym przypadku rzeczywiste

ra, = —%a tw, (w* = yA) (9.16)

a rozwigzanie réwnania ruchu jest

x(f) = exp (—%at] (Asinh w°t + Bcosh w°?). 9.17)

Punkt osobliwy P(0,0) nosi nazwg wezla. Jest to wezel stateczny, gdy
a > 0 i niestateczny, gdy a < 0.
Zbadajmy istnienie trajektorii prostych. Nalezy tym samym poszukaé izo-
klin prostych. Na podstawie wzoru (9.7) mamy réwnanie
_Bxrov (9.18)

v

Jest to réwnanie rodziny prostych, ktérych wspétczynnik nachylenia
jest -B/(a +C). Trajektorie proste istnieja, poniewaz istnieja rozwiazania
réwnania dla C

C==_—P_ (9.19)

identyczne z pierwiastkami charakterystycznymi (9.16).

[stnieja zatem dwie trajektorie proste (jedna w granicznym przypadku, gdy ~
A = 0). Na rys. 9.4 przedstawiono trajektorie w otoczeniu wgzta statecznego
1 niestatecznego.

4)a =0, p<0
W tym przypadku mamy

np =, (@ =P 920
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oraz

x(z) = Asinhw® + Bcosh o °t. (921)

Punkt osobliwy jest niestateczny i nosi nazwe siodta. ROwnanie trajektorii
fazowych ma rozwigazanie
(9.22)

(-Bp)x*-v? = C,
ktére opisuje rodzing hiperbol (rys. 9.5). Trajektorie proste maja réwnania
Vv =+ w°X. o .

Obszary na plaszczyZnie wspbiczynnikéw a 1 B odpowiadajace réznym
punktom osobliwym pokazano na rys. 9.6.

al 1" b) 4

>
Y

Rys. 9.4. Trajektorie fazowe wok6t punktu osobliwego typu ., wezet”

Rys. 9.5. Przebiegi trajektorii fazowych wokét punktu typu ..siodto™
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X
A=o’4p=0
Ogniska Ogniska
niestateczne staleczne

A>0
4 <0 L—S‘rodki

wezty

niestateczne

Wezty
stateczne

o
Siodta Siodta

L—Siodla

Rys. 9.6. Obszary r6tnych punktéw osobliwych w zaleznoéci od wspétczynnikéw liniowego
réwnania ruchu X + ax + fx = 0

9.1.3. Obrazy fazowe niektérych uktadow nieiiniowych

W tej.czesci beda oméwione dwa wazne przypadki obrazéw fazowych
ukladéw nieliniowych, ktére m.in. moga byé zamodelowane na stanowisku
badawczym.

1) Obrazy fazowe z krzywymi separujacymi

Obrazy te sa charakterystyczne dla nieliniowych ukladéw zachowawczych.
Niech F(x,v) = F(x). Réwnanie ruchu (9.1) mozemy scatkowa¢ nastepujaco,
biorac pod uwage, ze v = v(dv/dx)

%vz LU = C 923

gdzie U(x) =-fF(x)dx jest energia potencjalna ukiadu odniesiona do jed-

nostki masy.

Réwnanie (923) wyraza zasade zachowania energii catkowitej i opisuje
rodzing trajektorii fazowych. W punktach osobliwych mamy F(x) = U'(x) = 0,
zatem w punktach réwnowagi energia potencjalna ma ekstrema (lub punkty
przegiecia), przy czym minimum odpowiada punktowi statecznemu, a maksi-
mum (lub punkt przegigcia) punktowi niestatecznemu. Je§li energia potencjal-
na ma kilka ekstreméw, to ptaszczyzna fazowa dzieli si¢ na obszary o r6znych

| wiasciwosciach trajektorii. Wezmy funkcje F(x) w nastepujacej postaci

F(x) = -ayx -asgnx, (9.24)

co odpowiada ukiadowi modelowanemu w ¢wiczeniu, przy czym a>0
1 ay<0. Calkujac wz6r (4.24), otrzymujemy energi¢ potencjalna



96

U(x) = = (-apx® -axsgnx. (9.25)

| —

Rysunek 9.7 przedstawia przebiegi U(x) oraz trajektorii fazowych dla
réznych energii catkowitych wprowadzanych poprzez warunki poczatkowe.
Trajektoria S nosi nazwe krzywej separujacej. Oddziela ona obszary ptaszczy-
zny fazowej, w ktérych trajektorie fazowe maja odmienne wia$ciwosci.

AU(x)

04

1
N

03

01

x

Rys. 9.7. Obraz fazowy z krzywg separujaca

2) Obrazy fazowe z cyklami granicznymi

Cyklem granicznym nazywamy trajektorie zamknigta o nastepujacych
wladciwoéciach:

— istnieje obszar plaszczyzny fazowej sasiadujacy z trajektoria, w ktérym
wszystkie trajektorie albo zblizaja sie do tej trajektorii, albo sie od niej odda-
laja. W pierwszym przypadku méwimy o cyklu granicznym statecznym,
w drugim o niestatecznym;

— po przebyciu pelnego cyklu granicznego przez punkt fazowy catkowita
energia uktadu nie zmienia sig.

Cykle graniczne wystepuja w ukladach samowzbudnych. Ruch okresowy
odpowiadajacy cyklowi granicznemu statecznemu oznacza stan réwnowagi
energetycznej, w ktérym straty energii nastgpujace na pewnym odcinku cyklu
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granicznego sa kompensowane przez energi¢ doprowadzona do uktadu na
pozostatym odcinku trajektorii. Cykl graniczny otacza punkt osobliwy (statecz-
ny lub niestateczny). Cykle graniczne moga byé zawarte jeden w drugim, ten
w nastepnym itd. Wéwczas sa na przemian — stateczne i niestateczne.

Rozpatrzmy ruch ukfadu opisanego réwnaniem (uktad ten moze byé zamo-
delowany na stanowisku badawczym w tym éwiczeniu)

£=ax+af®), (=% a,<0, a<0), (9.26)
przy czym

dla |v|] < v’

alv-v*) da |v-v*|>0.
Zadanie warunkéw poczatkowych x(0) = x; i (0) = v, powoduje wpro-
wadzenie do ukladu energii (na jednostke masy)
1 2

] ;
EO = —Z-VO + E(—ao)xg. (9'28)

) - (9.27)

Jezeli Ey < E; = 1/2(v*), to ruch jest okresowy, punkt osobliwy P(0,0)
jest Srodkiem, drgania zachowuja energig poczatkowa, atrajektorie s3 elipsa-
mi o §rodku w punkcie (0,0). Jezeli E; > E; , to wystepuje rozpraszanie ener-
gii, a trajektorie sa spiralami, ktére asymptotycznie zmierzaja do cyklu grani-
cznego (rys. 9.8). Réwnanie cyklu granicznego mozna otrzymac przyjmujac
warunki poczatkowe x(0) = 0, W0) = v*. Na podstawie zasady zachowania
energii otrzymujemy réwnanie trajektorii

AV

o

f

oF

Rys. 9.8. Obraz fazowy z cyklem granicznym

)
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v2 + (_ao)x2 - (v')Z’ (929)

ktére mozemy przeksztatci¢ do postaci

r .Y -
A (9.30)
-a,

Cykl graniczny jest wiec elipsa (rys. 9.8).

9.2. Opis stanowiska

Stanowisko badawcze skiada si¢ z ukladu analogowego umozliwiajacego
modelowanie pewnych nieliniowych uktadéw II rzedu oraz z rejestratora XY.
Mozna zamodelowaé ukiady opisane dwoma réwnaniami I rzedu

X = Xy (9.31)
iZ = aO’xl * alx2 * af(xl’XZ)

ktére mozna przedstawi¢ za pomoca jednego réwnania II rzgdu
¥-ax-ayx-af(xx) = 0. .32)

L e
=

Rys. 9.9. Funkcje nieliniowe realizowane na stanowisku badawczym

Ly
"

Wsp6iczynnikom a,, a, i @ mozemy nadawac rézne wartosci (od 0 do 7
i rézne znaki. Funkcja f moze mie¢ jedna z czterech postaci (rys. 9.9). Mod_e-_
lowanie polega na wyborze odpowiedniego wariantu funkeji f, okreélenig jeJ
argumentéw oraz dobraniu wartosci i znakéw wspélczynnikc‘{w.ao, a 1 a.
Sygnal x; jest wprowadzany na wejscie X, a sygnalt x, na wejscie Y rejestra-
tora. Dla wybranych warunkéw poczatkowych (x,q, Xp5) uktad réwnan (9.3!)
jest rozwigzywany metoda analogowa. Rozwiazywaniu towarzyszy kreslenfe
trajektorii fazowej przez pisak rejestratora. Warunki poczatkowe ustawia sig
za pomocy pokretet xf i x2° na plycie czotowej stanowiska przy wciSnigtym
klawiszu WP. Aby uzyskaé rozwiazanie, nalezy wcisna¢ klawisz ROZ. Za-

99

trzymanie rozwigzywania w dowolnym momencie nastgpuje po wciénigciu
klawisza STOP. Rozwiazanie mozna kontynuowaé lub powréci¢ do warunkéw
poczatkowych przez wciéniecie odpowiedniego klawisza (ROZ lub WP).

9.3. Przebieg ¢wiczenia

Cze$¢ 1 =
|. Wiaczy¢ zasilanie uktadu analogowego i rejestratora.

2. Zbudowa¢é modele i zbadaé na plaszczyZnie fazowej uktady liniowe,
w ktérych wystepuja nastepujace punkty osobliwe: '

— $rodek,

— ognisko stateczne i niestateczne,

— wezel stateczny i niestateczny,

— siodlo.

3. Skomentowaé badane obrazy fazowe.

Cze$é II

l. Zbudowaé model i zbadaé na piaszczyZnie fazowej uklad nieliniowy z
krzywa separujaca.

2. Zbudowaé model i zbada¢ uktad z cyklem granicznym.

3. Zbudowaé model i zbada¢ uklad z dowolng inng nieliniowoscia.

4. Oméwié uzyskane obrazy fazowe.

9.4. Tres¢ sprawozdania

Sprawozdanie powinno zawieraé:

1) opis stanowiska badawczego,

2) opis wykonanych czynnoéci,

3) uzyskane obrazy fazowe modelowanych uktadéw wraz z opisem,
4) uwagi dotyczace otrzymanych wynikéw.



