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swobodnym korficu. Czesto§¢ drgafi uktadu odpowiadajaca pierwszej postaci \-/
drgafi nazywamy czestosciq podstawowq. Jezeli ograniczymy sie do analizy S)
drgain wylacznie z pierwsza czestoScia wilasna, to ukiad taki, z pewnym przy-
blizeniem, mozemy zastapi¢ uktadem o jednym stopniu swobody.

Schemat ideowy badanego w tym ¢wiczeniu ukiadu przedstawiono na
rys. 2.2. Na belce wysiegnikowej umieszczone sa3 dwa elementy o masachm,

BADANIE DRGAN GIETNYCH B'ELKI i m,. Element pierwszy to zesp6t wymuszajacy, drugi za$ to silnik napedzaja-
PRZY WYMUSZENIU BEZWLADNOSCIOWYM cy ten zesp6l. Taki ukiad ma dyskretno-ciagly rozkiad masy (belka — rozkiad

ciagly, elementy o masach m, i m, — skupiony). Opis drgan takiego uktadu
jest zlozony. Bliska odlegto§¢ miedzy wspomnianymi masami oraz duza szty-

Cwiczenie 2

Celem ¢wiczenia jest praktyczne zaznajomienie studentéw z analiza drgai wnoéé. REt) P c’)zw.ala Jedrjnak by z_amedbame wplywa taklegp ..rOZk}.adl.l Ny
giatnych belki wymuszonyeh. bezwtadnoseiowo. przcblt?g Qrgan pierwszej postaci, zvi}aszcza na ksz.tait linii ugiecia. Tal.uc

Cwiczenie obejmuje badanie zjawiska rezonansu oraz wyznaczenie masy P rzybhier?lc pOLSER ! e trgktgwame PAdaiCES DREER J3k
zastepczej ukladu drgajacego za pomoca energetycznej metody Rayleigha. Rt o jC Ry [ ST eI Sw/otb IR eI PRI TSREREb:

2.1. Wprowadzenie teoretyczne

/

l
2.1.1. Wyb6r modelu ukladu drgajacego i okreslenie masy zredukowanej =

Uklad belki wysiegnikowej utwierdzonej w jednym koricu jest uktadem

o ciaglym rozkladzie masy. Uklady takie charakteryzuja si¢ nieskoriczenie

wieloma stopniami swobody. Moga wykonywaé drgania o wielu postaciach ;

rézniagcych si¢ miedzy soba ksztaltem linii odksztalcenia. Kazdej postaci f %

odpowiada §ci§le okre§lona czesto§¢ drgain, zwana czesto§cia wiasna. Ksztait
linii ugiecia odpowiadajacej pierwszej postaci drgafi belki przedstawiono na ! SHERER e Aty Riach Rl e e S R

rys. 2.1. Jest ona zblizona do linii ugiecia belki obciazonej sita skupiona na '

' i Do wyznaczania czestoSci podstawowe;j takiego ukliadu stosuje si¢ metody

: przyblizone.W tym przypadku — metode Rayleigha. Jest to metoda energety-

czna wykorzystujaca zasade zachowania energii ukladu poruszajacego sie

w potencjalnym polu sit. W zwiazku z powyzszym jest konieczne okre§lenie

maksymalnej energii potencjalnej (przy maksymalnym wychyleniu) oraz mak-

symalnej energii kinetycznej (przy maksymalnej predko$ci). Wymaga to przy-

jecia opisu linii odksztatcenia belki podczas drgafi. Im dokladniej potrafimy

opisaé ksztait tej linii, tym dokladniej okre§limy czesto§¢ wiasna uktadu.

W przypadku belki wysiegnikowej wystarczajaco dobre przyblizenie uzyskuje

sie, przyjmujac do tego celu réwnanie opisujace ksztalt linii ugiecia belki

wysiegnikowej obciazonej na swobodnym koricu sita skupiona (rys. 2.1).

Wprowadzamy tutaj znaczne uproszczenie, bowiem jak juz wspomniano, roz-

patrywany uklad jest w rzeczywisto$ci dyskretno-ciagly. Postepujemy tak ze

Rys. 2.1. Schemat ideowy ukladu o jednym stopniu swobod; ' DM s i2e LETT RIS S Cn Sﬁ@éﬁ‘lﬁi‘ésﬁ( .wymzenie SRl WAtk ding
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ugiecia. Takiego uproszczenia nie mozemy zalozyé przy obliczaniu energii
kinetycznej ukiadu. Jej wielko$¢ obliczymy przy uwzglednieniu, ze w ukiadzie
wystepuja elementy o ciaglym 1 skupionym rozkladzie mas (rys. 2.2). Bezpo-
§rednim skutkiem zastosowania metody Rayleigha bedzie wyznaczenie masy
zredukowanej uktadu niezbednej do napisania réwnania ruchu uktadu i okre§-
lenia czgstoSci wiasne;j.

Z teorii sprezystoSci wiemy, ze linia ugigcia belki wysiegnikowej pokaza-
nej narys. 2.1 jest opisana réwnaniem

Sl Ay @.1)
2B

Ugiecie swobodnego korica belki wynost

3
$ m gl

3EJ

13
s (2.2)

e

Jezeli x jest wychyleniem swobodnego korica belki obciazonej sita skupio-
na m,g, to wychylenie elementu du odleglego o u od przekroju utwierdzone-
go (patrz rys. 2.1 1 2.2) jest odpowiednio

2 3 27003
Sl e i Sl 2.3)
2 l1 2\ 2113

Majac okre§lone przemieszczenia, mozna przystapi€¢ do obliczenia energii
kinetycznej ukiadu. Bedzie ona pochodzi¢ od:
a) elementu o masie m,

E, = —m3?, (2.4)

b) elementu o masie m, ,
. Wychylenie tej masy wyznaczymy, korzystajac z r6éwnania linii ugigcia
belki. Mianowicie
3L -1 » :
x, = xLl_13ﬁ, (2.5)
21
Zatem, energia kinetyczna pochodzaca od richu tego elementu wynosi
N2
3, -1 2
E, = %mzizz = %m232 _L“s_lz (2:6)
2l
c) masy samej belki

Jej warto§€¢ wyznaczymy réwniez, wykorzystujac réwnanie linii ugigcia
belki. Energia elementu du belki wynosi

gdzie:
dm = pdu,
p — masa jednostki dlugo$ci belki
Energia kinetyczna calej belki wynosi wigc

2 3
.o} 3u hisu du = 1.33 lez. 2.7

17
E3 = =| px __3...__ =
2, 2L 2 140
Catkowita energie kinetyczna ukladu drgajacego uzyskamy po zsumowaniu
obliczonych powyzej sktadowych

1 |3Lh -1 133
E = E +E+E, = -;—mliz oy EL2 |2 S el (28)

21 2

Po dokonaniu odpowiednich przeksztalcefi otrzymamy wyrazenie okre$laja-
ce catkowita energie kinetyczna ukladu drgajacego

1 .2 (2.9
== + e Isr==u0] '
e 7™M oL 140 P1*

Wyrazenie w zewnegtrznym nawiasie przedstawia masg¢ calego ukladu zre-
dukowana do swobodnego korica belki. Oznaczymy ja przez

2 3\2
i e 33 (2.10)

) e U

Jezeli tak wyznaczona mas¢ umie§cimy na koficu niewazkiej belki (a po-
siadajacej taka sama sztywno$€ i taka dlugo$§é co belka rzeczywista), to ukiad
taki bedzie wykonywal drgania o tej samej czgstoSci co uklad rzeczywisty
(belka z dwiema masami skupionymi). Okre§lenie masy zredukowanej pozwa-
la na napisanie réwnania ruchu drgafi ukiadu.

2.1.2. Analiza drgan wymuszonych ukladu

Przedmiotem analizy beda drgania belki wywotane dziataniem sity zmien-
nej harmonicznie o amplitudzie proporcjonalnej do kwadratu jej czgstoSci
(tzw. wymuszenie bezwladno$ciowe). R6wnanie ruchu takiego uktadu mozna
zapisa¢ nastgpujaco:
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mi+ci+kx = 2mevisinve, (2.11)
gdzie:
m, X — sila bezwladnosci pochodzaca od mas ukladu drgajacego
(m, — masa zredukowana ukladu),
¢x  — sita pochodzaca od tlumika olejowego (zakladamy, ze sila ta jest
proporcjonalna do predkosci, a wiec, ze mamy do czynienia z
tzw. tlumieniem wxskotycznym G stata t%umlema)
8
kx — sila sprgzystoSci belki,
belki
2mlvze sinvt — sila wymuszajaca (jej opis podano w punkcie 4.2 ¢wi-

czenia).
Oznaczajac przez P = 2m e silg¢ masowa przy v = 1 i dzielac réwnanie
(2.11) przez m, otrzymujemy
F+2hi+ olx = L v2sinvg, 2.12)
m

z

gdzie:

h = ZC — wzgledny wspéiczynnik tlumienia,
m

Z
W, = Y. A czgsto$¢ drgan wiasnych uktadu
\ m
4

~ Réwnanie (2.12) jest réwnaniem rézniczkowym liniowym niejednorodnym
(z prawa strona rézna od zera). Rozwiazanie ogdlne takiego réwnania jest
sumg calki ogélnej x; bedacej rozwiazaniem réwnania jednorodnego (z prawa
strong réwna zeru) oraz dowolnej caiki szczego]ne_] x, bedacej rozwiazaniem
réwnania niejednorodnego (2.12).

Rozwiazanie x, przedstawia soba drgania swobodne ukiadu z tlumieniem,
ktére nie wymuszane zadng sila zewnetrzng po pewnym czasie zanikaja. Czas
zanikania tych drgan zalezy od intensywnosci ttumienia. Potem wystepuja je-
dynie drgania opisane rozwiazaniem x, bgdace rezultatem dzialania sity wy-
muszajacej. Posta¢ calki szczegblnej x, zalezy od rodzaju funkcji po prawej
stronie réwnania (opisujacej sile wymuszajaca). W tym przypadku przewidu-
jemy ja w postaci nastepujacej

X, = Dsin vt + Bcos vt. , (2.13)

Rézniczkujac i wstawiajac odpowiednie pochodne tego rozwiazania do
réwnania (2.12), otrzymamy réwnanie, ktére musi byé tozsamoscig wzgledem
czasu. Warunek ten pozwala na wyznaczenie statych D i B. Wyraza¢ sig¢ one
beda nastepujaco:

vw? = v?):
o= 2 (20 )2 Z
m -
t (wg — V2F +4h%v @2.14)
3
B - w2 2hv .
M, (w5 - v2} + 4h%v?

W celu uproszczenia zapisu wprowadzimy dwie nowe stale A i © zwiaza-
ne ze statymi D i B ponizszymi zalezno$ciami
D =Acos®, B = Asin®. (2.15)
Wéwczas rozwiazanie (2.13) przyjmie postaé
x, = Asin (vt +©). (2.16)

Poréwnujac rozwigzanie (2.16) z prawa strong réwnania (2.12), mozemy
zauwazyé, ze drgania wymuszone belki maja ten sam okres co sila wymusza-
jaca, sa tylko przesuniete wzgledem niej o kat fazowy ©. Nowe stale A i ©
s3 zwiazane ze stalymi D i B przez nastgpujace zaleznosci:

2

A=-yp2+p2-FX ¥ 2.17)

i ‘/(u) - v3)? + 4h?y E

(B s B e (2.18)

2
wg = v?

o]

Wprowadzajac oznaczenie x, = P/m, = P?w,fk, gdzie x, jest ugieciem
belki wywotanym statycznym dzialaniem sily poprzecznej réwnej amplitudzie
sily wymuszajacej przy v = w,, otrzymamy nowe wyrazenie na amplitudg
drgann wymuszonych

2

[ :
A=x = X1, 2.19)
(1-a?? +4y%a?
gdzie:
@ = — — stosunek czestosci sity wymuszajacej do czestoSci drgan
Sl wlasnych,
Yy = e bezwymiarowy wspéiczynnik thumienia.

®

Wspélcgynnik p nazywamy wspdiczynnikiem uwielokrotnienia amplitudy,
za§ zalezno$é p = f(a) krzywq rezonansowq. Przebieg krzywej rezonansowej
dla wymuszenia bezwiadno$ciowego przedstawiono na rys. 2.3.

Z przebiegu krzywych rezonansowych sporzadzonych dla réznych wartosci
tlumienia wynika, ze p_ _ jest tym wigksze, im mniejsze jest tlumienie y,
a wyrazny rezonans zachodzi dla y < 0,5.

Analiza przebiegu krzywych rezonansowych pozwala na wyznaczenie
czestosci wlasnej ukladu drgajacego, a nastepnie masy zredukowanej. Wielko-
$ci te mozna réwniez wyznaczy¢ na podstawie analizy przebiegu drgan swo-
bodnych tlumionych uktadu. Analizg teoretyczng tego zagadnienia przeprowa-
4zono w ¢éwiczeniu 4.
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Rys. 2.3. Przebiegi krzywych rezonansowych dla kilku warto§ci ttumienia

2.2. Opis stanowiska

Schemat stanowiska przedstawiono na rys. 2.4. Sklada sie ono z nastgpuja-
cych zespotéw:

1. Belki stalowej ! utwierdzonej jednym koficem w podstawie.

2. Uktadu wymuszajacego, ktéry stanowia dwa nie wywazone kota zeba-
te 2 oraz silnik napedzajacy 3.

3. Thumika olejowego 5. ;

4. Ukladu rejestrujacego 6 stuzacego do rejestracji przebiegu drgai belki
z wykorzystaniem tensometréw 4. Szczeg6lowy opis tego uktadu podano
w Ewiczeniu 4.

Wskutek wirowania nie wywazonych k6t zebatych powstaja sity masowe

F = mdvze,

gdzie: :
m, — masa elementu nie wywazonego kazdego z két,

v - prcdko§é katowa sily wymuszajace;,

e — ramie niewywazenia.

Jak widaé na rys. 2.5, sktadowe poziome snl znosza sie. Skltadowe pionowe
natomiast sumuja si¢ i dzialajac poprzecznie do osi belki wywoluja drgania.
Z sumowania tego wynika, ze na belkg dziata okresowo zmienna sita o wartoSci

P=2m v esinvt.

e (L

| i

L

6

/

Rys. 2.4. Schemat stanowiska

Amplituda sity wymuszajacej nie jest stala, lecz zmienia si¢ proporcjonalnie
do kwadratu predko$ci katowej. Jest to charakterystyczna wiasciwo$§¢€ tego ro-
dzaju wymuszenia, zwanego wymuszeniem bezwladnosciowym. Nalezy podkres-
1i€, ze taki rodzaj wymuszenia jest bardzo czgsto spotykany w praktyce. Wszel-
kiego rodzaju maszyny wirnikowe s3 narazone na drgania, poniewaz ich wiruja-
ce elementy posiadaja zawsze pewne niewywazenie bedace Zrédlem powstawa-
nia okresowej sity wymuszajacej zaleznej od kwadratu predkoSci obrotowe;j.

Rys. 2.5. Schemat zespotu wymuszajacego

2.3. Przebieg ¢wiczenia

1. Wiaczy¢ zasilanie mostka tensometrycznego i rejestratora.
2. Dobraé wielko§¢ wzmocnienia w mostku i w rejestratorze oraz ustawié
centralne polozenie pisaka rejestratora. W tym celu dokonaé prébnych rejestra-
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cji przebiegu drgafi swobodnych przy matym tlumieniu. Tak ustawié wzmoc-
nienia przyrzadéw pomiarowych, aby przy maksymalnym wychyleniu belki
pisak rejestratora nie wychylat si¢ poza kraficowe linie papieru w rejestratorze.
Pisak rejestratora ustawi¢ w takim potozeniu, aby po wyttumieniu drgafi znaj-
dowal si¢ na linii §rodkowej papieru rejestratora.

3. Wybraé wielko§¢ tlumienia poprzez odpowiednie ustawienie tarczek
w ttumiku.

4, Zarejestrowaé drgania swobodne ukiadu. W tym celu nalezy wychyli¢
belke z polozenia réwnowagi o ok. 4 cm, a nastgpnie pusci¢ ja swobodnie.

5. Zarejestrowaé przebiegi drgafi wymuszonych przy réznych warto$ciach
czgstosci wymuszenia. Predko$¢ nalezy zmieniaé od najmniejszej az do wy-
raznego przej$cia przez rezonans. Po kazdej zmianie predkoSci nalezy chwilg
odczekaé az predko$é ustali sig.

2.4. Tres$c¢ sprawozdania

Sprawozdanie powinno zawierac:
1) schemat i opis stanowiska badawczego,
2) taSme z zarejestrowanymi przebiegami drgan,
3) wykresy krzywych rezonansowych ~ teoretycznej i do§wiadczalne;,
4) obliczenia parametréw ukladu drgajacego
— sztywnosci k,
— masy zredukowanej m,,
— wspbiczynnika tlumienia A,
— czgstosci wlasnej w,,
S) por6wnanie wynikéw uzyskanych do$wiadczalnie i teoretycznie.
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