Cwiczenie 6

DRGANIA SWOBODNE UKEADU
O DWOCH STOPNIACH SWOBODY

Celem ¢wiczenia jest doSwiadczalne wyznaczenie czestosci drgan wlasnych
uktadu o dwéch stopniach swobody, pokazanie postaci drgafi odpowiadajg-
cych tym czestoSciom, a takze zademonstrowanie zjawiska dudnienia, jakie
wystepuje w przypadku, gdy czesto$ci wiasne niewiele réznia sig¢ od siebie.

6.1. Wprowadzenie teoretyczne

YL

Rozpatrzmy uktad przedstawiony na

! . ; rys. 6.1. Jest on ztozony z dwéch jednako-
L v ® & wych wahadet fizycznych potaczonych spre-
R )\‘/ e zyna o sztywnosci k. Wahadta charaktery-

\ K \\ zuja sie tym, Zze masa ciafa m_ zamocowa-

- AR \ nego na koricu preta o dlugosci ¢ jest
m, \ m, ‘\ w przyblizeniu réwna masie preta

\L \ m, (m. = m, = m). Dla uproszczenia po-

@__’.\’,),,‘, CE '*f_t\ mijamy wymiary zawieszonych ciezarkéw,
- - traktujac je jako ciata o masach skupionych
e - ¢ w punktach, w odlegtosci ¢ od osi obrotu.
Rys. 6.1. Schemat ukladu o dwéch  Sprezyna jest zamocowana w odleglosci /
LTI od osi obrotu, przy czym I, = 0,51.
Dynamiczne réwnania ruchu uktadu mozemy otrzymaé np. z réwnania
ruchu obrotowego (J § = M) lub jako réwnania Lagrange’a II rodzaju. W po-
staci zlinearyzowanej wokét potozefi réwnowagi wahadet maja one postaé
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gdzie:
9, 1 @, — oznaczajg odpowiednio katy wychylenia wahadet.
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Réwnania te mozemy réwniez przedstawi¢ w postaci macierzowe;j

By +Kg =0, (6.2)
gdzie "
B — oznacza macierz wspSiczynnikéw bezwtadnosci o wyrazach
4

by = by = 5”‘12’ b, = b, =0,

K — macierz wspélczynnikc’)w sztywnoS$ci o wyrazach

S 3 ki? ki?
kll='k22=EMg[+_’ k12=k21=_T'
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Wprowadzajac warunki poczatkowe, dostarczamy jednorazowa porcje
energii do ukltadu, co wywoluje jego drgania swobodne. Rozwigzan uktadu
réwnan (6.1) poszukujemy w postaci

@, = a;sin(w? +6),

(6.3)

@, = a,sin(wt +38).

Podstawiajac rozwiazania (6.3) do (6.1), a nastepnie dzielac obie strony
réwnani przez sin(w? + 8), otrzymujemy jednorodny uktad réwnari algebraicz-
nych z niewiadomymi amplitudami @, i a, oraz czesto$cia w jako parame-
trem w postaci

(-2, +kyy) @y +kpay = 0,
ka, +(— bzz“’z *ka) a =0.

(6.4)

Aby istnialy niezerowe rozwiazania tego uktadu, jego wyznacznik gléwny
musi byé réwny zeru

- 2
by w® + kyy ki,

kyy “by *

Z rozwiazania wyznacznika (6.5) otrzymujemy tzw. réwnanie czgstosci

e - biky * byky wl kyky - kipky,
b by b by,

- O (6.5)

=0, 6.6)

z ktérego mozemy wyznaczy¢é wzory na czgsto$ci wilasne naszego uktadu
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Podstawiajac we wzorze (6.4) w, zamiast w, otrzymujemy algebraiczny
uktad réwnaf dla amplitud drgari swobodnych pierwszej postaci

2
(" by wy +ku) ay +kpay =0,

(6.8)
2
kyiay, +(_ by 0 +k—zz) ay =0,
gdzie:
a,, — amplituda drgafi wahadta pierwszego pierwszej postaci,
a,, — amplituda drgain wahadta drugiego pierwszej postaci (pierwszy

wskaZnik — numer wsp6trzednej, drugi — numer postaci drgar).

Réwnania (6.8) sa zalezne od siebie, co wynika z zerowoS$ci ich wyznacz-
nika gtéwnego, dlatego obu amplitud nie mozemy wyznaczy¢ jednoznacznie.
Z dowolnego z réwnari mozemy natomiast wyznaczy¢ stosunek a,/a;, = 1.

Postgpujac analogicznie z czestodcia w,, otrzymujemy warto§¢ stosunku
ay,la,, = - 1. Otrzymane wyzej stosunki nazywamy wsp6tczynnikami postaci.
Og6blnie, definiujac By = aU/aU, otrzymujemy macierz wsp6iczynnikéw po-
staci, ktérej pierwszy wiersz stanowia jedynki. W naszym przypadku mamy
wiec

By = B =1

oraz _ 4y

Rozwiazanie ogélne rozpatrywanego ukladu mozemy przedstawi¢ w po-
staci

@,(t) = a;sin(wt+8) +a,sin(w,t +8,), 69)
P,(8) = a1y Sin(w t+8)) +ap,py,sin (wy2 +5).

Dla naszego uktadu, po uwzglednieniu wartoéci K, mamy
@,(t) = a,sin(w,t+8)) +a,sin(w,+3),),
@,(0) = a, sin(w t+8)) - ay,sin(w,z+3,).
gdzie:
a,, a,, 8,, 8, — stale zalezne od warunkéw poczatkowych.
Mozna postawié pytanie: Jakie warunki poczatkowe nalezy zada¢, aby
obserwowa¢ poszczeg6lne postacie drgai?
Przyjmijmy, ze ¢, oznacza ¢ (t = 0), ¢, = ¢@,(t = 0) i analogicznie
W = ¢t =0), 0y = ¢,(t =0). Wéwczas
® = a,sind, +ay,sin s,

9, = aysind, -a,sind,,
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1o = 3 ®, 088, +a,0,c0s 8,
Wag = @0, €08 &, -~ @@, cos b,

Jesli chcemy obserwowa¢ drgania pierwsze; postaci, musimy zatozyé
a, = 0. Wéwezas @) - ¢,, = 0, czyli Plo = Pyq-

Analogicznie W~ Wy = 0, czyli ©) = w,, (W szczegblnosci mozemy
przyjac w5 = w,, = 0).

O.zn.acza to, ze drgania wlasne pierwszej postaci mozemy obserwowa, jesli
przyjmiemy jako warunek poczatkowy P19 = Py, Czyli wychylimy oba wa-
had.ia 0 ten sam kat (co do wartosci i znaku). Postepujac analogicznie, otrzy-
mujemy, ze drgania wlasne drugiej postaci mozemy obserwowaé, jesh
w chwili poczatkowej przyjmiemy P10 = ~ Pyy. Obraz graficzny drgari wias-
nych pierwszej i drugiej postaci przedstawiono na rys. 6.2.

al b)

Rys. 6.2. Postacie drgad wtasnych: a) pierwsza, b) druga

Cigkawy przypadek mozemy otrzymaé, jesli przyjmiemy w chwili poczat-
kowej @, = Py 0rAZ Pyg = W4 = W,y = 0. Whwczas
®io = @y 8ind, +apsind,,
0 = a,sind, -a,sind,,

0 =a,0,co8d, +a,w,cosd,,
0

a, w,cosd, -a, w,cosd,.
Z pierwszego 1 drugiego z tych réwnan otrzymujemy
Py = 2a,,siné,.

Z réwnania trzeciego i czwartego. z warunku niezerowych rozwigzan dla
a,, i a;, owrzymujemy 8 =&, = n/2.
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Uwzgledniajac powy2sze otrzymujemy

_ ot _ 1
ay = ay -~ E‘Pno = 5%
1 rozwiazanie ogéine w postaci
1 1
@, (0 = 5% cos w ¢ + E(pocos w,1,
(6.19)
1

1
o (0 = ?po cos w ! - Etpocos W, 1.

Korzystajac ze wzoréw trygonometrycznych wyrazenia (6.10) mozemy

przedstawi€ nastgpujaco:
Wy ~ W,y W, * o,
cos t| cos t,

LWy @y | L [ Wyt @
@, sin 1| sin t].

Przebieg rozwiazan (6.11) przedstawiono na rys. 6.3. Widzimy, ze w przy-
padku sprzgzenia dwéch identycznych uktadéw drgajacych o jednym stopniu
swobody drgania w ukladzie sprz¢zonym maja charakter dudnier. Energia
okre§lona warunkami poczatkowymi jest przekazywana okresowo z jednego
uktadu do drugiego. Zjawisko przedstawiono na rys. 6.4.

9,

(6.11)

@,(0)

IUP,

\7\/\/\,\\/\/\[\]}(‘
ALY UMU\/ ]

Rys. 6.3. Zjawisko dudnienia

63

W pierwszej fazie wahadto / wykonuje drgania, wahadto 2 jest nieruchome
(rys. 6.4a). Ruch ten moze byé uwazany za sum¢ dwéch drgafi wlasnych pier-
wszej | drugiej postaci o czgstoSciach w, i w,. Przy dostatecznie bliskich
warto§ciach tych czesto$ci potrzeba pewnégo czasu (odpowiadajacego kilku
okresom), aby nastapito przesuniecie faz. W pewnej chwili przesunigcie faz
obu postaci drgafi wynosi 180°, co ilustruje rys. 6.4b. Dodajac oba przedsta-
wione ruchy, mozna zauwazyé, ze wahadio / jest teraz nieruchome, podczas
gdy wahadlo 2 wykonuje drgania z amplituda @ . Zjawisko to powtarza si¢
i drgania przenosza si¢ z jednego wahadta na drugie.
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Rys. 6.4. Nakladanie si¢ drgaf pierwszej i drugiej postaci podczas dudnienia

6.2. Opis stanowiska

Stanowisko badane podczas éwiczenia przedstawiono na rys. 6.5. Odpowia-
da ono z duza dokladno$cia modelowi przedstawionemu na rys. 6.1. Wahadia

sa podparte w dwéch pryzmach, co powoduje, ze moga wykonywaé drgania
tylko w ptaszczyZnie pionowe;.
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Rys. 6.5. Schemat stanowiska

6.3. Przebieg ¢wiczenia

|. Wyznaczanie czestosci drgari wiasnych pierwszej postaci

wychyli¢ oba wahadia o taki sam kat co do wartoéci i znaku,

zmierzy€ czas 20 okreséw tych drgan (207)),

obliczy¢ okres T, a nastepnie czesto§é w, = 2n/T,.

. Wyznaczanie czgstoSci drgai wlasnych drugiej postaci

— wychyli€¢ oba wahadia o te sama warto$§¢ kata, lecz w przeciwng strone,
zmierzy¢ czas 20 okreséw tych drgan (20 T),

obliczy¢ okres T,, a nastgpnie czgsto$¢ w, = 2n/T,.

. Wyznaczanie czesto$ci dudnienia

wychyli¢ jedno wahadlo o maty kat,

— zmierzy¢ czas pigciu okreséw (5 T),

obliczy¢ okres dudnienia T,, a nastgpnie czgsto$¢ dudnienia
w, = 2n/T,.

4. Obliczanie czestosci wtasnych na podstawie wyprowadzonych wzoréw
obliczy¢ warto§¢ czgstodci w, oraz w, na podstawie wzoréw (6.7),
obliczy¢ warto§¢ czestoéci dudnienia w, = w, - w,,

— poréwnaé¢ wyniki uzyskane z metody do§wiadczalnej i teoretyczne;.

[\S]

w

6.4. Tres¢ sprawozdania

Sprawozdanie powinno zawiera¢:
1) schemat rozpatrywanego uktadu,
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2) wyznaczone parametry ukladu (wymiary, sztywno$¢ sprezyny),

3) czgstoéci wiasne pierwszej 1 drugiej postaci oraz czesto$§¢ dudnienia
wyznaczone do§wiadczalnie,

4) czestoSci wtasne pierwszej i drugiej postaci oraz czesto§¢ dudnienia
obliczone na podstawie wyprowadzonych wzor6w,

5) poréwnanie wynikéw i wnioski.



