Cwiczenie 7

” 7 CH
NACZANIE CZESTOSCI DRGAN WEASNY
WYZ SRETA

Celem ¢wiczenia jest wyznaczenie czestosci drgaf wlasnych preta utw1fr-
dzonego w jednym Kkoficu. Ich wartoSci sa wyznaczane poprzez pomiar cZgsto-
§ci odpowiadajacych zaobserwowanym postaciom drgad preta przy wymusze-
niu kinematycznyrm.

7.1. Wprowadzenie teoretyczne

Rozpatrywany uklad drgajacy jest ukladem o ciaglym r_()zkladzie masy.
Drgania swobodne pOpIZeczne takiego ukladu opisano réwnaniem

oty _ 49 a.n

oy? ox?

dzie: _

* y(x, 0 — przemieszczenie liniowe dowolnego elementu preta w kierunku
? . .
poprzecznym do osi geometryczne],

a — staty wsp6tczynnik zalezny od wymiaréw i wlasnoéci materiato-
wych prefa .
a* = -I—EJ’,
m
gdzie: , '
] — dlugoéé belki,
m — masa belki,

- EJ — sztywno$E gietna belki.

Jest to réwnanie rézniczkowe czastkowe czwartego rzth} ze wzg;c;du na
zmienna x 1 drugiego ze wzgledu na zmienng ? . anstquc;a} tego T wr‘liama}
jest oparta na elementarnej teoril zginania, Op1sujace) ,z\_wazkl miedzy St gn‘l;
i odksztalceniami (przy zatozeniu liniowe] sprezystodci), oraz na zasd Zl
d’Alemberta. . N )

Rozwiazania réwnania ruchu (7.1) poszukujemy W postaci iloczynu funkcjt
przemieszczef i funkcji czasu a2)

y(x,1) = U) T@).
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Po obliczé.niu odpowiednich pochodnych wzgledem zmiennych x 1 ¢
i wstawieniu ich do réwnania (7.1) otrzymujemy

UT =-a*U"T. (7.3)

Patwo zauwazyé, ze w tym réwnaniu mozemy dokonaé rozdzielenia zmien-
nych. Dokonujac tego otrzymujetmy

T (7.4)
T

Powyzsza zalezno$§¢ moze by¢ spelniona jedynic wtedy, gdy kazda ze stron
bedzie réwna pewnej stalej. Dla ulatwienia dalszych rozwazafi wygodnie jest
ja oznaczyé przez «*. W ten sposéb réwnanie (7.4) zostanie zastapione dwo-
ma niezaleznymi réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi

Uy = U (1.5)
ora ‘

’ T = - o, | (7.6)
gdzie:

o = ¥a’

Réwnanie charakterystyczne réwnania rézniczkowego (7.5) ma cztery
pierwiastki

r,=%, [I,=-K [Py=ki, I, ="K (1.1
Zatem, catke og6lna réwnania rézniczkowego (7.5) stanowi nastepujaca

funkcja
U(x) = A sinhkx + B coshkx + C sinkx + D cosxx (7.8)

Natomiast, réwnanic (7.6) jest rownaniem rézniczkowym tytko drugiego
rzedu i jego catka ogélna jest nastepujaca

T(®) = M sin wt + N cos wt. (1.9
Wobec tego rozwigzanie ogélne réwnania (7.1) jest nastgpujace

y(x,#) = (A sinhxx + B coshxx + C sinkx + D COSKX )} X (7.10)
x (M sin wt + N cos w?).

W powyzszej funkcji wystepuje szesé statych catkowania —A4, B, C, D
oraz M i N. W celu ich wyznaczenia trzeba zatem sformulowac sze§¢ warun-
kéw granicznych. Stale 4, B, C, D wyznaczamy Zz warunkéw brzegowych,
jakie powinno speiniaé rozwiazanie. Wynikaja one ze sposobu zamocowania
drgajacej belki. Liczba warunkéw brzegowych jest réwna rzedowl réwnania

e
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rézniczkowego ze wzgledu na zmienng x. W tym wypadku wystepuja cztery
warunki brzegowe, po dwa dla kazdego korica belki. Mozemy je zapisaé na-
stepujaco: '

30,0 = 0,)]

00 _ g
gx : :

A) _ o | (7.11)
0']:2

a’y(l, 0 -0
ax?

Dwa pierwsze warunki dotycza utwierdzenia belki i oznaczaja odpowied-
nio brak ugiecia i brak obrotu przekroju, za$ dwa nastgpne odnosza sig do
swobodnego korica i oznaczaja, Ze moment gnacy i sila poprzeczna réwnaja
sie zeru. Zachodzi zatem potrzeba obliczenia pochodnych funkeji y(x,7)
wzgledem zmiennej x. PoniZej zapisano wyrazenia przedstawiajgce te
pochodne :

Pt

9 (Ax coshicx + B sinhkx + Cx coskx - D sinkx) T(?),
ox

ax

3
2 = (A« coshkx + B’ sinhxx - C«® cosxx + Di® sinkx) 1(2).
oXx

w

Warunki (7.11) musza byé spetnione dla kazdego ¢ . Oznacza to, ze muszg
by¢ spelnione réwniez dla T(f) = 0, a poniewaz z zalozenia x = 0 to ostate-
cznie, po uwzglednieniu pochodnych (7.12), mozemy je zapisaé w postaci
ukiadu czterech réwnar -

5

(A sinhkx + B coshxx + C sinkx + Dcoskx)y. .o = 0,
(Acoshix + B sinhkx + C coskx — D sinkx)y, ..o = 0, |

(4 sinbxx + B coshkx — C sinkx — D coskx) g,,.; = 0, (7.13)

(Acoshxx + B sinhkx - C coskx + D sinkx) g, ., = 0.

s

Dwa pierwsze warunki daja zwiazki migdzy stalymi w postaci
_ A=-Coraz B =-D.
Uwzglednienie tych zwigzkéw w pozostatych dwéch réwnaniach prowadzi,

po dokonaniu odpowiednich przeksztatcei, do jednorodnego uktadu dwéch
réwnart ze wzgledu na stale A 1 B

\ )
E_yg = (A? sinhkx + Bx? coshkx - Cx? sinkx - Dk? coskx) 7(®), | (7.12)
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A (sinhx! + sinkl) + B (coshx! + coskl) = O,} (7.14)

A (coshk! + cosxl) + B (sinhk! - sinkl) = 0.

. Wan‘mkiem istx.lieniz.a niezerowych rozwiazas tego uktadu — zapewniajgcym
nietrywialne rozwiazanie zagadnienia — jest zerowanie sie wyznacznika chara-
kterjfstycznego utworzonego ze wspélczynnikéw przy niewiadomych A i B
A wiec ) .

sinh k! +sinkl coshx! +coskl

- 7.15
cosh k! + cosxl sinh k! - sinx/ 0. ( )

Po rozwinigciu wyznacznika, wymnozenin wyrazeri oraz dokonaniu odpo-

w1ednic:'h grzeksz-talceﬁ 1 redukcji, z przyréwnania tego wyznacznika do zera
powstaje rownanie charakterystyczne

1 +cosklcoshkl = 0. (7.16)

Jest to réwnanie przestepne. Na r i j
: ' : ys. 7.1 przedstawiono je
rozwiazanie. ’ fogo graficzne

cos Kl &
i
cosh ki
4,694
0 1,875
T 5T A . y I <l
! 27 I

Rys. 7.1. Rozwiazanie graficzne réwnania przestgpnego (7.13)

Pierwsze cztery pierwiastki tego réwnania sg nastgpujace

(), = 1,875,
(D), = 4,694,
kD), = 7855, (74D
(xl), = 10,996.

?rzybliione waﬁoéc_i nastgpnych pierwiastkéw mozemy okreslié z wystar-
czajgco dobryfn Przybhiemem (uz dla n = 3) z wyrazenia (7.18) bedacego
granica, do ktérej dazy ciag rozwiazan (xd),




70

wh, = 2 Ln (7.18)

2

Wyznaczenie stalej x koficzy rozwazania. Wystepuje bowiem zwiazek
pomiedzy stata x 1 czestoécia drgai wiasnych w. Mianowicie

o = 2a® (71.19)
i dalej
w = K —IEJ. (7.20)
m

Na rys. 7.2 przedstawiono ksztaity linii ugiecia preta (postaci wlasnej
drgan) odpowiadajace kolejnym czestociom wlasnym.

R /

777 7777 77 77

Rys. 7.2. Postacie drgar whasnych preta

7.2. Opis stanewiska

Schemat stanowiska, na ktérym jest wykonywane éwiczenie, podano na
rys. 7.3. Sklada si¢ ono z badanego preta 1, przymocowanego do ruchomego
woézka 2. Wézek ten jest ulozyskowany w prowadnicach przytwierdzonych do
podstawy stanowiska. Do napedu wozka shuzy ukiad korbowo-wodzikowy
skladajacy si¢ z korbowodu 8 i nastawnego mimos$rodu 3. Wal, na ktérym jest
osadzony czop mimosrodu jest napgdzany silnikiem 4. Na wale tym jest row-
niez zamontowana tarcza 6 z nacigtymi szczelinami, sfuzaca do pomiaru pred-
koéci obrotowej. Pomiaru dokonuje si¢ za pomoca fotoelektronicznego czujni-
ka 5 i miernika 7. Ponadto, stanowisko jest wyposazone W tyrystorowy uktad
sterowania silnikiem elektrycznym, ktéry zapewnia mozliwosé ciaglej regula-
cji predkosci obrotowej silnika.
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Rys. 7.3. Schemat stanowiska badawczego

7.3. Przebieg ¢wiczenia

I. Przezn_aczony do badan pret zamocowaé w uchwycie wézka.

2. Ustawié¢ wybrana wielko$¢ mimosrodu uktadu napedowego.

' 3 Pokretlo regulacji predkosci obrotowej ustawi¢ w lewym skrajnym poto-
Zeniu.

4, V\’ffaczyé zasilanie ukiadu sterowania i pokretlem regulacji zwiekszaé
predkoéé obrotowa silnika az do zaobserwowania pierwszego rezonansu drgan
uktadu. :

_5 . _Dokonaé pomiaru predkoSci obrotowej oraz naszkicowaé ksztalt linii
ugiecia,

6. Zwigkszajac predkosé obrotowa, powtdrzyé czynno$ci pomiarowe dla
nastgpnych zaobserwowanych rezonanséw drgafi.

7.4. Tresé sprawozdania

Sprawozdanie powinno zawieraé:
1) schemat 1 krdtki opis stanowiska,

2) s_zkic_e ksztaltu linii ugigcia — postaci drgafi prgta w rezonansach oraz
odpowiadajace tym rezonansom zmierzone wartoéci predkosci obrotowej,
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3) obliczenia wartosci czgsto§ci wiasnych drgan preta na podstawie zalez-
nosci teoretycznych,

4) poréwnanie wynikéw uzyskanych teoretycznie i doswiadczalnie,

5) wnioski.
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