Momenty bezwladnosci figur plaskich - definicje i wzory

Dana jest figura ptaska o polu 4 oraz prostokatny uktad wspotrzednych Oxy.

0

Momentem bezwladnos$ci figury wzgledem osi x jest
I = .[ yidA.
A

Momentem bezwtadnosci figury wzgledem osi y jest
2
I,=[xd4.
A
Momentem dewiacyjnym figury wzgledem prostokatnego uktadu osi x i y jest
I, = I xydA .
A
Z definicji momentéw bezwladnosci wynika, ze moga by¢ one tylko dodatnie.
Natomiast moment dewiacyjny moze by¢ dodatni, ujemny lub rowny zero.
W przypadku réwnoleglego przesunigcia osi uktadu korzystamy z twierdzenia
Steinera, wyrazonego ponizszymi wzorami:
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gdzie osie x. 1 y. sa osiami centralnymi, natomiast b i a sa wspolrzednymi punktu C w
uktadzie Oxy. Z rysunku wynika, ze sa to odlegto$ci migedzy osiami.

Osiowe momenty bezwladno$ci oraz dewiacyjny moment figury wzgledem osi
centralnych mozna wyznaczy¢ korzystajac z przeksztatconych wzoréw Steinera:
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Przyjmijmy prostokatny uktad wspotrzednych O&n obrocony o kat ¢ wzgledem uktadu
Oxy. Wspotrzedne dowolnego punktu figury ptaskiej spetniaja zaleznosci:
E=xcos @ +ysinoQ
n=ycosQ—xsin Q.

Wykorzystujac te zalezno$ci wyznaczamy momenty bezwladno$ci 1 moment
dewiacyjny w obroconym uktadzie O&y:
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Osie ukfadu prostokatnego, w ktorym moment dewiacyjny Iz = 0 nazywamy
glownymi osiami bezwtadnosci. Kat ¢, miedzy osiami prostokatnego uktadu Oxy i uktadu
glownych osi bezwtadnos$ci spetnia réwnanie:
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Momenty bezwladnosci wzgledem gléwnych osi bezwladno$ci osiagaja wartosci

ekstremalne:
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Z powyzszych wzoréw wynika, ze [, +1, =1, +1, =1, +1,
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Gléwna 0§ bezwladnosci, wzglgdem ktorej moment bezwiltadno$ci ma wartos$é

I, =1, tworzy z osia x kat ¢,, natomiast gtdwna o§ bezwladnosci, wzglgdem ktorej
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moment bezwladno$ci ma warto§¢ 7, =1,, tworzy z osia x kat ¢,. Kierunki gltéwne
minimalnego i maksymalnego momentéw bezwladno$ci wyznaczamy nastepujaco:

1. ,>1, to ¢, =@, , natomiast ¢, =@, +§

2. I,<I, to @, =0, +§, natomiast @, =@,

3. ,=1,,1,>0to ¢, :—%,natomiast ¢, =

a A

4. I,=1,,1,<0to ¢, = %, natomiast ¢, = —Z.
Znak dodatni badz ujemny kata ¢ ilustruje ponizszy rysunek.
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O gléwnych centralnych osiach bezwladno$ci moéwimy wowczas, gdy uktad osi
globwnych ma poczatek w $rodku cigzkoSci rozpatrywanej figury plaskiej. Momenty
bezwladnosci wzglgdem tych osi nazywamy gléwnymi centralnymi momentami
bezwtadnosci.

Jezeli jedna z osi ukladu wspotrzednych jest osia symetrii figury ptaskiej, to moment
dewiacyjny figury w takim uktadzie wspotrzednych jest rowny zero.

W przypadku wyznaczania momentéw bezwladno$ci i momentu dewiacyjnego figury
zlozonej bedziemy stosowaé metode superpozycji, traktujac rozpatrywana figurg jako sume
figur elementarnych, takich jak np. prostokat, trojkat i fragment kota. Korzysta¢ bedziemy z
wartosci momentow bezwladnosci i momentu dewiacyjnego dla wymienionych figur.
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3. Cwiartka kota
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W przypadku kwadratu momenty bezwladnos$ci i moment dewiacyjny w dowolnym
uktadzie osi centralnych przyjmuja podane powyzej wartosci.

Przyktad 1

Wyznaczy¢ momenty bezwtadnosci i moment dewiacyjny dla ponizszego trojkata
réwnoramiennego w uktadzie Oxy.
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Wprowadzamy uktad osi centralnych dla trojkata. O$ x. jest osia symetrii figury.
Nastepnie dzielimy trojkat rownoramienny na dwa trojkaty prostokatne.

Moment bezwladnosci trojkata réwnoramiennego wzgledem osi x. jest suma
momentdw bezwladnosci wzgledem tej osi dwu jednakowych trojkatow prostokatnych,
stykajacych si¢ podstawa z osia x..
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‘ 12 2

Moment bezwladno$ci trojkata réwnoramiennego wzgledem osi y. jest suma
momentdw bezwladnosci wzgledem tej osi dwu jednakowych trojkatow prostokatnych. Na
osi y. leza $rodki cigzkoS$ci obu trojkatéw, a wigc
1 =2-La-(3a)3 =§-a4
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Moment dewiacyjny trojkata rownoramiennego wzgledem uktadu osi x.y. jest rowny
zero, gdyz oS x. jest osia symetrii rozpatrywanej figury.
I, =0
Aby wyznaczy¢ momenty bezwladnosci i moment dewiacyjny dla trdjkata
rownoramiennego w uktadzie Oxy nalezy skorzysta¢ z twierdzenia Steinera. Pole powierzchni

trojkata wynosi
A=L30.2a =34,
2
I,=1_+4-5 =%a4 +3a’ -(2a) =12.5a"
I, =1 +A4-%° :%a4 +3a’ -(-3a)’ = 28.54*

I,=1, +A-% -5 =0+3a’-(-3a)-2a =-18a*

Przyktad 11
Wyznaczy¢ momenty bezwladnosci i moment dewiacyjny dla ponizszego trdjkata w

uktadzie wspotrzednych Oxy.
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Rozpatrywana figurg otrzymamy odejmujac figure II od figury 1.
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A=A4"-4"=12a* - 64’ = 6a’
Moment bezwladnosci wzgledem osi x wyznaczymy jako ro6znicg momentu
bezwladnosci wzgledem osi x figury I 1 figury II.
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L=1'=1"=1_"+4"5,.2 (1, "+4".5,)=

= % -4a -(6a)3 + 12az-(4a)2 - [% “4a - (361)2 +6a” - (3a)2} =159a*
W przypadku wyznaczania momentu bezwladno$ci wzgledem osi y nie musimy

dzieli¢ figury. Bok BD trgjkata jest rownolegly do osi y i do osi y,. Moment bezwtadnosci
wzgledem osi y, obliczymy korzystajac ze wzoru
1 1 1
I, =—-b-h’ =—-3a-(4a)3 =—6a4
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Moment bezwladno$ci wzgledem osi y wyznaczymy z wykorzystaniem wzoru Steinera
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W celu obliczenia momentu dewiacyjnego traktujemy rozpatrywany trojkat jako
roznice figury 11 figury II.
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Przyktad 111

Wyznaczy¢ momenty bezwladnos$ci 1 moment dewiacyjny dla ponizszej figury w
uktadzie wspotrzednych Oxy.
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Przed wyznaczeniem momentu bezwladnosci rozpatrywanej figury wzgledem osi x

dokonamy jej podzialu na dwa prostokaty, tak zeby kazdy prostokat jednym bokiem stykat si¢
Z 0sig X.
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W celu obliczenia momentu bezwtadnosci figury wzgledem osi y dokonamy jej
podzialu na dwa prostokaty, z ktorych kazdy jednym bokiem styka si¢ z osia y.
1, :%-7a~a3 +%~a~(5a)3 = 444*

}/
Dla wyznaczenia momentu dewiacyjnego zastosujemy jeszcze inny podziat.
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Do obliczen przyjmujemy figury sktadowe, zgodne z powyzszym rysunkiem. Dwa
prostokaty o wymiarach 8a x a 1 a x 5a maja czg§¢ wspdlna w postaci kwadratu o boku a, dla
ktérego moment dewiacyjny bedzie uwzgledniony dwukrotnie. Nalezy wigc w obliczeniach
moment dewiacyjny dla tego kwadratu, traktowanego jako trzecia figura, przyja¢ ze znakiem
minus.
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