GEOMETRIA MAS

PRZYKLADOWE ZADANIA ROZWIAZANE

Zad.1

Figure przedstawiong na rysunku obok obrécono o 360° wokot osi y. Znalezé objetosé utworzonej bryty.

Przyja¢ dane a = 1[m], b=2[m].

ROZWIAZANIE

Objetos¢ wyznaczamy w oparciu o regute Pappusa-Guldina:

V =2nxcA

xc — odlegtos¢ Srodka masy figury od osi obrotu A
— pole powierzchni figury, ktérg obracamy o 2n

Figure da sie podzieli¢ na elementy o prostych ksztattach i znanych potozeniach srodkéw mas (nie trzeba zatem

catkowac):

[1] kwadrat
[2] éwier¢ kota
[3] tréjkat

v

Y

_Ayxey — Agxep + Azxez  AiXer — ApXep + AsXes

xC_ Al_A2+A3

Ay =a? = (1[m])? = 1[m?]

4, = na® = Ln(1[m])? = 0.785[m?]

A3 =zab =-1[m] - 2[m] = 1[m?]

Xc; = a — h¢ - cos45°

2 7 8a V2 4a
- £, sin4 _°% Y2 _ 7
he= a7 =33 3 V2
4
4av2 2
=a—h, cos45° = a— i
Xc2 = a—h¢ - cos a-—"'

A
Xey = g =0.5[m]
x(;z =?
Xc3 = %a = 0.33 [m]
da =1 + = 0.58
R 3m [m]




Ajxcqy — Axxep + Azx
V = 27‘[ch = ZT[ 1ma ZACZ 37¢3 A= 27T(A1x(;1 - AszZ + A3xC3)

V =2n(1 [m?] - 0.5 [m] — 0.785[m?] - 0.58[m] + 1[m?] - 0.33 [m]) = 2m - 0.3747[m3] = 2.35 [m?]

Zad.2

Dla figury przedstawionej na rysunku wyznaczy¢ momenty bezwtadnosci wzgledem osi x i y oraz moment
dewiacji. Utworzy¢ macierz bezwtadnosci w punkcie O.

v

Ly = L1y — Iypz) + i
Ly = Iy — Ly + Iys)
Ley = Leyi1) = Leyjz) + leypa)

1] - kwadrat
1 1 1 1
L) = §A1a2 = §-a2 a? = §a4 =3 [m*] = 0.33 [m*]

Lyj) = Iy = 0.33 [m*] (identyczny rozktad masy jak dla osi (x))

aa 1 1
Lyt = Ixeyyey T A155 = 0+ 1[m*] -5 [m]-=[m] = 0.25 [m*]
=0

[2] — éwier¢ kota
Z tw. Steinera:

Ly = Iy, + Ay (hy)? > Iy, = Ly — Ay(hy)?
Ix = IXC2 + AZ(h2)2

zatem

L=1y _Az(h1)2 + Az(hz)z =1l + Az((hz)z - (h1)2)

Ixc,
gdzie
L, = i7ta4 = in- (A[mD* = 0.2 [m*]
16 16 '
) 4a\2 V2 4a 4
hy = he-sim5° = T [m] = 0.424 [m]

h, =a—hy = 1[m] — 0.424 [m] = 0.576 [m]

L = Ly + Ay ((h)? — (hy)?) = 0.2 [m*] + 0.785[m?] - ((0.576 [m])? — (0.424 [m])?) = 0.32 [m*]

L2y = I = 0.32 [m*]




Ze wzgledu na symetrie tzn. identyczny rozktad masy wzgledem osi (y) i (x): I, = I,

Iyz) = I, = 0.32 [m*]|

Moment dewiacji Iyy[z) =7

Wiemy, ze dla ¢wiartki kota momenty bezwtadnosci wzgledem osi (x) i (y) wynosza:

1
- 4
167Ta

11
I, = y=Z-Zna2-a2

natomiast moment dewiacji: o X

Ixy = éa‘* - warto$¢ dodatnia, bo cate pole jest w dodatnim zakresie osi (x) i (y)

U nas w zadaniu znany jest zatem moment dewiacji wzgledem ukfadu osi (x’) i (y’) (patrz rysunek ponizej). Cate
pole znajduje sie teraz w ujemnej czesci tych osi. Poniewaz obie wspotrzedne (x’) i (y’) sg ujemne to wartos¢
momentu dewiacji jest dodatnia.

1 1
Ly, = §a4 = 3 -(1[mD* = 0.125[m*]

Potrzeba jest wyznaczy¢é moment dewiacji wzgledem uktadu osi (x) i (y), korzystamy zatem dwukrotnie z tw.
Steinera dla momentdw dewiacji.

Czton steinerowski zawiera pole powierzchni ¢wiartki kota A, pomnozone przez wspétrzedne punktu C» w
uktadzie Oxy: [ hy, h,], obie wspétrzedne sa w tym uktadzie dodatnie.

Iy =1 +  Ayhyh Y Yo v,
xy — ‘Xc2Ye2 21821802 T
czton steinerowski [0}

Ix.,v¢, Wyznaczamy w oparciu o Iy,,. Teraz czton steinerowski zawiera pole
powierzchni ¢wiartki kota A, pomnozone przez wspétrzedne punktu G, w uktadzie

1 0,

O'x'y’: [ —hy, —h,], obie wspdtrzedne sa w tym uktadzie ujemne.

Lyr = Ixgyve, + A2(=hy)(=hy) d Iycove, = Liyr — Azh3
zatem
Ley = Ixc,ve, T+ Azh% = Ly — Azh% + Azhg = Ly, + Az(h% - h%)
—_——
Ixca¥ea

‘Ixy = leyl + Az(hg - h%) ‘

Ly, = 0.125[m*] + 0.785[m?] - ((0.576 [m])* — (0.424 [m])?) = 0.244 [m*]
Liyiz) = Ly = 0.244 [m*] |

3] —tréjkat
Wiemy, ze dla tréjkata momenty bezwtadnosci i dewiacji wzgledem osi (x) i (y) wynosza:
o= sap = tapopre L ’
)
= — 2 = —— - a? = — 3
I, 61Aa A 2ab a 17 ba b
Ixy = ﬁazbz [} . x




U nas w zadaniu o$ (y) jest skierowana przeciwnie, zatem trdjkat ma
wspotrzedne (x) dodatnie, zas (y) ujemne. Wptynie to na znak momentu
dewiacji, ktéry w takim wypadku bedzie ujemny.

> X

Mz_lﬂ%z=—l{umy(nmy=—ammmﬂ

24 24
Momenty bezwtadnosci wynosza:
e tape ot e Loyl 1[m] - (2[m])? = 0.66 [m*
x = gAbT =g gabr bt =gy ab” = g5 Hml - (2m])” = 0.66 [m]
1,,_11 i 1, 5 1 3 4
I, = gAa =g-5ab-a =Eba =E-2[m]-(1[m]) = 0.166 [m?*]

zatem

Lyia) = Ly = —0.166 [m*]
Iysy = I = 0.66 [m*]

I = I, =0.166 [m*]

Ostatecznie momenty bezwtadnosci i moment dewiacji catej figury wzgledem uktadu osi Oxy wynosza
Ly = Iy1) — Iy[z) + Lz = 0.33 [m*] — 0.32 [m*] + 0.66 [m*] = 0.67 [m*]

Ly =Ly — Iyz) + 1yz = 0.33 [m*] — 0.32 [m*] + 0.166 [m*] = 0.176 [m*]

Ley = Lyp1) — Leyp2] + Leypz) = 0.25 [m*] — 0.244 [m*] + (=0.166 [m*]) = —0.16 [m*]

L, = 0.67 [m*]
I, = 0.176 [m*]
Ly, = —0.16 [m*]

Momenty bezwtadnosci sg zawsze dodatnie ! Moment dewiacji wyszedt ujemy co oznacza, ze wieksza czesc
figury znajduje sie w ujemnej czesci osi y (x s3 dodatnie). Osie (x) i (y) nie sg osiami gtéwnymi.

Macierz bezwtadnosci w punkcie O ma postac:
. [ L —Ly] _1067 0.16
R B P 0.16 0.176

Zad.3

O jaki kat nalezy obrdci¢ uktad osi Oxy aby stat sie uktadem osi gtéwnych w punkcie O?

ROZWIAZANIE
Kat o jaki nalezy obrécic uktad aby stat sie uktadem osi gtéwnych wyznaczamy ze wzoru:

tgQa) =

X
L21,

0.16 [m*]
0.67 [m*] — 0.176 [m*]

tg(2a) = =0.32[]

2a = arctg(0.32) = 0.31 [rad]
1 360 [°]
a =—=-0.31[rad] = 0.155 [rad] = 0.155 [rad] - ———~
2 21 [rad]
Kat wyszedt dodatni, tak wiec obracamy os (x) w kierunku osi (y) otrzymujgc
o$ gtéwna (xc ) i analogicznie o0$ (y) o ten sam kat otrzymujac o$ gtéwna (ya).

=8.88 []




Zad.4

Znalez¢ wartos¢ gtéwnych momentéw bezwtadnosci w punkcie O? Utworzy¢ macierz bezwtadnosci w punkcie O
dla osi gtéwnych.

ROZWIAZANIE
Wartosci momentdéw gtéwnych dla figur ptaskich (przekrojow) wyznaczamy ze wzordéw:

Iyt Le=Iy\2
IxG= &21+ ( 2 ) +Ixy2

_!{"_I_'z_ !X_—I}l 2
IJ’G_ 2 \/(2)+Ixy2

I -1
w oparciu o macierz w punkcie O uktadu Oxy: [, = [ x = [0'67 0.16

Iy I, 0.16 0.176

zatem

2
' _ - ) +(=0.16)% = 0.423 + 0.29 = 0.717 [m*]

I, = 0.423 — 0.29 = 0.133 [m*]

_0.67+0.176 J<0.67—0.176

Macierz bezwtadnosci w punkcie O dla osi gtéwnych (xa) i (ya):

L= L _IxGyG]=[0.717 0 ]
0 0 0.133

_IxGyG IyG

UWAGA:

Gdybysmy obracali ukfad osi pozostawiajgc poczatek uktadu w punkcie O to dla osi gtéwnych momenty
bezwtadnosci bedg ekstremalne. Jeden bedzie najwiekszy z mozliwych, drugi najmniejszy.

Sprawdzmy:

L = 0.133 [m*] — jest najmniejszy
L = 0.717 [m*] — jest najwiekszy
natomiast wartosci

I, =0.176 [m*] i I, =0.67[m*] zawieraja si¢ pomiedzy nimi.



