Cwiczenie 14

BADANIE UKEADU WEWNETRZNIE STATYCZNIE
NIEWYZNACZALNEGO

W ¢wiczeniu dokonuje si¢ pomiaréw przemieszczei w realnym ukladzie
wewngtrznie statycznie niewyznaczalnym, a nastgpnie — po przyjeciu uprosz-
czonego modelu — bada ten uklad na drodze teoretycznej i poréwnuje wyniki.
Celem ¢wiczenia jest utrwalenie umiejgtnosci rozwiazywania uktadéw statycznie
niewyznaczalnych, zorientowanie studentéw w wielko$ciach bigdéw popetnia-
nych w wyniku idealizacji uktadu, a takze zapoznanie z przyrzadami stuzacymi
do precyzyjnego pomiaru przemieszczen.

14.1. WPROWADZENIE

Przedmiotem ¢wiczenia sa liniowo-sprezyste uklady pretowe obcigzone
w sposéb statyczny [8]. Obliczanie takich uktadéw, a wigc wyznaczanie napre-
zen i przemieszczer, przy zadanych obciazeniach zewnetrznie czynnych, wyma-
ga okreSlenia reakcji wszystkich podpér zapewniajacych réwnowage oraz
wyznaczenia odpowiednich sit wewngtrznych we wszystkich przekrojach ukfadu.
Czesto zdarza sig, ze obliczenie tych wielkosci tylko na podstawie réwnar
statyki ukladu jako bryly sztywnej nie jest mozliwe z powodu zbyt matej liczby
bedacych do dyspozycji réwnan (6 réwnan statyki dla ukladu przestrzennego,
3 réwnania statyki dla uktadu ptaskiego) w stosunku do liczby niewiadomych,
ktorymi sa reakcje podpor i sity wewnetrzne w wybranych przekrojach.

Uklad nazywa si¢ zewngtrznie statycznie niewyznaczalnym, jesli liczba
niewiadomych reakeji podpér zewnetrznych (sktadowych sit reakcji lub momen-
téw reakcyjnych) przekracza liczbe réwnaii statyki dla danego ukladu. Sity
wewnetrzne w dowolnym przekroju ukladu pretowego oblicza sig, jak wiadomo,
odcinajac danym przekrojem (przez jeden pret) cze$é ukladu i ukladajac dla
odcietej czgsci réwnania statyki. Istnieja jednak ukiady, dla ktérych cigcie przez
jeden pret nie powoduje podziatu uktadu na dwie oddzielne czesci, w zwiazku
z czym nie mozna zapisaé dodatkowych réwnari statyki poza réwnaniami wiaza-
cymi same sity zewnetrzne (czynne i reakcje). Sity wewnetrzne w takich prze-
krojach pozostaja niewyznaczalne. Uklady o tej whasciwosci nazywaja sig
wewnetrznie statycznie niewyznaczalnymi. Z powyzszego okreslenia wynika, Z€
uktadami wewngtrznie niewyznaczalnymi sa wszelkiego rodzaju konst_ruije,-ﬂl‘"
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zamknigte, jak zamknigte pierscienie, oraz plaskie lub przestrzenne ramy zawie-
rajace przynajmniej jedna zamknigta petle. Uktad pretowy moze by¢ réwno-
cze$nie niewyznaczalny zewngtrznie i wewngtrznie. Na rys. 14.1 przedstawione
sq przyktady ptaskich konstrukcji statycznie niewyznaczalnych: zewnetrznie (a),
wewnetrznie (b) oraz zewngtrznie i wewngtrznie (c).
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Rys. 14.1. Schemat uktadéw statycznie niewyznaczalnych: a) zewngtrznie, b) wewngtrznie,
¢) zewnetrznie i wewngtrznie

Krotno$¢ statycznej niewyznaczalno$ci zewnetrznej jest réznica liczby nie-
wiadomych wielkosci podporowych i liczby réwnan statyki dla danego uktadu.
I tak np. uktad na rys. 14.1a jest dwukrotnie, a uklad na rys. 14.1c jest trzykrot-
nie zewnetrznie niewyznaczalny. Krotno§¢ statycznej niewyznaczalnosci we-
wnetrznej jest okreslona przez liczbe sktadowych sit wewnetrznych w przekroju
dowolnego preta oraz przez liczbe zamknigtych petli wchodzacych w sktad
uktadu. Na rys. 14.2a pokazany jest ukfad sit wewnetrznych w dowolnym
przekroju konstrukcji przestrzennej, za$§ na rys. 14.2b pokazane sa sity
wewnetrzne w uktadzie ptaskim.

b)

Rys. 14.2. Rozklad sit: a) ukiad przestrzenny, b) ukfad plaski

Wielkosci na rys. 14.2 oznaczaja:
N — sita normalna (do ptaszczyzny przekroju),
T - sita poprzeczna (styczna do ptaszczyzny przekroju),
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M, — moment skrecajacy (wektor prostopadty do przekroju),

Mg — moment gnacy (wektor styczny do plaszczyzny przekroju),
ng, Mgz — skladowe wektora momentu gnacego,

1.7, — sktadowe sity poprzeczne;j.

W ukiadzie przestrzennym w dowolnym przekroju preta dziata zatem 6 skla-

dowych sit wewngtrznych, natomiast w uktadzie ptaskim (tzn. takim, dla kt6re-

go linia Srodkowa wszystkich

IP pretéw oraz wszystkie sity obceig-

zajace zawarte sa w plaszczyz-

|‘N1 nie) liczba sit wewngtrznych

e Ty wynosi 3. W ogélnym przypad-

-rT""PM, ! ﬁ_’ ku, je$li uktad nie jest symetrycz-
N -—N2T,

ny (o czym begdzie mowa w dal-
M, szym ciagu), krotno$¢ statycznej
niewyznaczalnoSci wewngtrznej
Rax réwna jest iloczynowi liczby sit
wewnetrznych w przekroju przez

A
%';, B
Ray e liczbe zamknigtych petli w ukla-
IRa dzie. Wynika to z faktu, ze dla

Rys. 14.3. Schemat uktadu po dokonaniu przekrojow ~ WyZnaczenia przebiegu sit we-

wnetrznych  wzdtuz  wszystkich
pretéw konieczne i wystarczajace jest jednokrotne przecigcie kazdej petli. Na
rys. 14.3 pokazano ptaski uklad wewnetrznie statycznie niewyznaczalny po
dokonaniu koniecznych cig¢.

Réwnania statyki dla uktadu jako bryly (w liczbie 3) pozwalaja wyznaczy¢
reakcje zewnetrzne. Sity wewnetrzne w przekrojach (N, T,, M,, N,, T,, M,)
pozostaja wielko$ciami hiperstatycznymi. Uktad jest wigc 6-krotnie wewnetrznie
statycznie niewyznaczalny.

Dodatkowych réwnan w koniecznej liczbie dostarcza twierdzenie Menabre'a-
~Castigliano, ktérego teza brzmi: ,,Pochodna czastkowa catkowitej energii
sprezystej ukladu liniowo-sprezystego wzgledem dowolnej wewnetrznej Sity
hiperstatycznej réwna jest zeru.” Twierdzenie to prowadzi do réwnan

oW Q=B (14.1)
W,
gdzie: V' — calkowita energia sprezysta uktadu,
W,; — i-ta uogélniona hiperstatyczna sita wewnetrzna,
n  — krotno$¢ niewyznaczalno$ci wewnetrzne;j.

Interpretacja fizyczna réwnar (14.1) jest nastepujaca: dla kazdej sity hi
statycznej, odpowiadajace jej przemieszczenie wzgledne czesci preta po ob!
stronach przekroju jest réwne zero. Oznacza to, ze W stanie obciazenia
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nastepuje dezintegracja materialu w rozpatrywanym przekroju preta, ktéra
polegataby na nastgpujacych przemieszczeniach:

a) zatamaniu linii Srodkowej preta (odpowiadajaca sita wewnegtrzna — Mg),

b) rozdzieleniu obu czgsci przekroju (N),

¢) poslizgu wzajemnym czgsci przekroju (T),

d) skrecaniu wzajemnym czgsci przekroju (M).

Aby wykorzysta¢ réwnania (14.1), nalezy zbudowaé wyrazenie na energig
sprezysta w zaleznosci od sit wewnetrznych, a do tego konieczne jest okresle-
nie sit wewnetrznych w funkcji potozenia przekroju.

Poniewaz wptyw sit poprzecznych T i normalnych N na energi¢ sprezysta,
jako znikomy w poréwnaniu z wplywem Mg i M, jest zwykle pomijany
(wplyw ten mozna pomina¢ w wigkszosci zagadnien pod warunkiem, ze mo-
menty M - i M, nie sg tozsamo$ciowo réwne zeru, gdyz jezeli jak np. w kra-
townicach jedynymi sktadowymi wysitku sg sity N, to nie wolno ich zaniedbaé,
gdyz oznaczatoby to fizyczny nonsens, tj. nieodksztatcalno$é uktadu), ogélne
wyrazenie na energi¢ ma posta¢

!

v

0

My(s) | Mgls) | M)

2E(s)1y(s) 2E(s)(s) 2G(s)ly(s)

ds. (14.2)

W przypadku szczeg6lnym uktadu ptaskiego wzor (14.2) redukuje si¢ do postaci

1
V- I[M}ds, (14.3)
o L 2E(s)I(s)

gdzie: E — modut Younga materiatu (moze by¢ zalezny od potozenia prze-
kroju),
I — moment bezwtadnosci przekroju,
s — wspétrzedna przekroju,
| — dlugos¢ linii Srodkowej preta.

Zwykle zalezno$ci momentu gnacego od polozenia przekroju nie mozna
okresli¢ za pomoca jednej funkcji. Uklady pretowe zawieraja bowiem wezly,
w ktérych moga taczy¢ sie wigcej niz dwa prety, co uniemozliwia wprowadze-
nie jednej wspotrzednej dla kazdego uktadu. W zwiazku z tym dzieli sie uktad
na odcinki, na ktérych sita wewnetrzna moze by¢ opisana jedna funkcja. Wyra-
zenie na energie sprezysta (14.3) przybiera ostatecznie postaé

n hiaro
vy fMg (x;) 1%, (14.4)
=1 g a2 E L :
gdzie n oznacza liczbe odcinkéw, na jakie podzielono uklad. Czesto niektére
ze wspllrzgdnych x; wygodnie jest zastapi¢ wspéirzednymi katowymi (jesli
uktad zawiera elementy tukowe).
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W wyrazeniu Mg(xi) nieznane wielkoSci hiperstatyczne wewngtrzne wyste-
puja jako parametry, w zwiazku z czym mozliwe jest obliczenie pochodnych
czastkowych energii sprezystej wzglgdem tych wielkosci !

L
¥l ij‘Mgz(xi)dx. = ,:'
AW W v BT s
n b IM (x £
3L ) gy 0 21,2,
IzlEino W,

Zalezno$¢ (14.5) jest wykorzystywana w._praktyce.

Przyktad

Dla uktadu ptaskiego pokazanego na rys. 14.4a zbudowal réwnanie
Menabre’a-Castigliano odpowiadajace sile normalnej, uwzgledniajac tylko
wplyw zginania.
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Rys. 14.4. Schemat uktadu ptaskiego

Na rys. 14.4b pokazano uktad po uwolnieniu z wigzéw zewngtrznych i po
dokonaniu myslowego przekroju preta pionowego przez jego Srodek. Uktad jest
zewnetrznie wyznaczalny i 3-krotnie wewngtrznie niewyznaczalny. Réwnania
statyki dla calosci daja reakcje zewnetrzne:

§ e b Lo
R B R ;P, R = ;P.

Wprowadzamy wspétrzedne x,, ..., X, np. w sposéb pokazany na rys. 14.4b
oraz budujemy wyrazenia na moment gnacy na wszystkich odcinkach ukfadu

M)
M,(x,) = Tox, = M, aN, g
M (x)) = Tyb+M,+Nyx, - 2Hgth) o
o(X2) = Tob + My + Nox, - Ryx, , aN, %50
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BMg(xa)

M(x;) = Ty (b - x;) + My + Nya - Rya + Ry, Xy, Sea.

¢ an,

oM (x,
M, (x,) = - Tyx, + My, a';f,o") =0,

oM

M,(x5) = ~Tyb + My + Noxs, ___a;gxs) = X5,

0
TR o T e )
g(xs) = o( xé) o+ Nya, 3N, =a.
0

Réwnanie Menabre’a-Castigliano odpowiadajace sile N ma wigc postac

a
it
= {(Tﬂb M LN - Ry ey, +

b

Th-T.x.+M,*Na+Rag+R x\adx, +
0 0t et iy 1x%3 3

ot =

A

(-Tob + M, +Nox5)x5 dxs +

4

(=Tob + Tyxg + My + Nya)adxg | = 0.

ot Y— v o'~

Jest to jedno z trzech réwnan z niewiadomymi Ny, T i M,.

Przemieszczenia (ugigcia lub katy obrotu przekrojow) w uktadach wewnetrz-
nie statycznie niewyznaczalnych oblicza si¢ korzystajac z twierdzenia
Castigliano (po uprzednim wyznaczeniu hiperstatycznych sit wewnetrznych)

o 14.6
i v (14.6)
gdzie: F — sita uog6lniona zewnetrzna (sita skupiona lub moment),
f — przemieszczenie uogélnione odpowiadajace sile uogélnionej F.

Nalezy pamigta¢, ze jezeli w ukladzie sit zewnetrznych nie istnieje sita
odpowiadajaca poszukiwanemu przemieszczeniu, to site taka nalezy wprowadzic,
a w wyniku koricowym (lub po zré6zniczkowaniu wzgledem tej sily) przyjac jej
warto$¢ réwng 0.

Krotnos¢ statycznej niewyznaczalnoSci wewnetrznej moze by¢ niekiedy
obnizona juz w trakcie obliczer. Istnieja przypadki, w ktérych pewne sity we-
wnetrzne w pewnych szczegdlnych przekrojach mozna latwo policzy¢ lub sg one
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réwne zeru, co daje si¢ bez obliczen stwierdzi¢. Dotyczy to konstrukcji we-

whnetrznie statycznie niewyznaczalnej, ktérg cechuje:

1) symetria geometryczna oraz symetria obciazeni zewnetrznych, w tym reakcji
podpér. Wéwczas w przekroju preta ptaszczyzna symetrii ukfad sit we-
wnetrznych musi byé takze symetryczny (lustrzane odbicie), co moze by¢
spetnione tylko wtedy, gdy T, = 0;

2) symetria geometryczna i antysymetria obciazeri zewngtrznych (odbicie lus-
trzane z odwréceniem). Wowczas w przekroju preta plaszczyzna symetrii
geometrycznej uklad sit wewnetrznych musi by¢ takze antysymetryczny, co
oznacza, ze Ny = 0 i My = 0. Uklad taki pokazany jest na rys. 14.5.

P P

Rys. 14.5. Schemat ukladu symetrycznego geometrycznie z antysymetrycznym obcigzeniem
zewngtrznym

Uwaga: W przypadku ramy symetrycznej obciazonej sitami nie odpowiadajacymi
ani symetrii, ani antysymetrii mozna, po uprzednim przylozeniu odpowied-
niego uktadu sit réwnowaznego zeru, rozdzieli¢ dany ukiad na dwa uktady,
sposréd ktorych jeden bedzie obcigzony w sposéb symetryczny, a drugi
w sposéb antysymetryczny. Rozwiazujac odpowiednio oba ukiady, a na-

stepnie sumujac wyniki zgodnie z zasada superpozycji, mozna otrzymaé

rezultat koficowy (rys. 14.6).
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Rys. 14.6. Schemat sumowania ukladéw
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14.2. OPIS STANOWISKA

Przedmiotem badania jest silomierz, tzw. czujnik patakowy, pokazany na
rys. 14.7 (w ¢wiczeniu nie petni on roli czujnika, natomiast jest przykladem
konstrukcji wewngtrznie statycznie niewyznaczalnej). Przyrzad wyposazony jest
w czujnik zegarowy stuzacy do pomiaru przemieszczen punktu. Uktad moze by¢
obcigzony sita pionowa, ktérej kierunek pokrywa si¢ z osig symetrii ukladu
i przechodzi przez dolna podpore B. Badanie doswiadczalne i teoretyczne doty-
czy poziomych przemieszczen punktéw C i D (powigkszenie sig¢ odcinka CD)
pod wptywem obciazen (rys. 14.8). Do precyzyjnego pomiaru tych przemiesz-
czefi zastosowano przyrzad z glowicami indukcyjnymi, z ktérych kazda umozli-
wia pomiar z doktadnoscia do 0,5 um.

Rys. 14.7. Czujnik patakowy Rys. 14.8. Schemat obciazenia czujnika

Wymiary przekroju czujnika patgkowego sa na tyle mate w poréwnaniu
z promieniem krzywizny jego czg$ci zakrzywionej, ze do obliczen teoretycznych
mozna przyjaé teori¢ pretéw prostych lub stabo zakrzywionych [8].

14.3. PRZEBIEG CWICZENIA

1. Ustawi¢ dokladnie glowice indukcyjne w pozycji do pomiaru przemieszczen
poziomych punktéw C i D oraz dobra¢ zakres pomiarowy i wyzerowac
wskazania przyrzadu w stanie nie obciazonym.

2. Obciazy¢ uklad sitg pionowa i zanotowaé wskazania przyrzadu dla kazdej
z glowic. Suma wskazan stanowi poszukiwane przemieszczenie.

3. Pomierzy¢ suwmiarka uklad i znalezé wymiary r, I (rys. 14.8) oraz szero-
kos¢ i wysokos¢ przekroju w kilku miejscach.

4. Przyja¢ model czujnika zakladajac stata wysoko$é przekroju.

5. Wyznaczy¢ i narysowaé przebiegi momentu gnacego, sity poprzecznej i sity
normalnej wzdiuz gérnej potowy czujnika.
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Uklad ma dwie osie symetrii — AB oraz CD. Obciazenic jest rowniez 14.4. ZAWARTOSC SPRAWOZDANIA
symetryczne, zatem w przekroju preta przez punkt C sita poprzeczna jest
réwna 0. Przez ten punkt nalezy dokona¢ myslowego cigcia. Ponadto w kie-
runku  CD nalezy przylozy¢ dwie
sity fikcyjne F, ktére odpowiadajg
szukanym réwnym sobie przemiesz-
czeniom poziomym punktéw C i D.
Wskutek symetrii, kazda z czterech
czesci wynikajacych z podziatu czu
_________ — nika osiami symetrii gromadzi ta
! samg energi¢ sprezysta, wystarc;
N =§ “zatem rozpatrzy¢ jedng czwarty czg:
uktadu (rys. 14.9). Z symetrii wzgl
dem osi AB wynika ponadto,
N = P[2 (z réwnania rzutéw sit po odcigciu catej gérnej potowy). Ja
wspbtrzgdne przekrojéw przyjmujemy kat ¢ — dla czesci tukowej i x —
czeSei prostoliniowej. Wyrazenia na moment gnacy sa nastgpujace

M, - M+—§r(1—cos¢p)+%Frsin(p (Osqas%),

Sprawozdanie powinno zawierac:

1. Protokét z czeSci doSwiadczalnej, w ktérej powinien znajdowaé sig¢ szkic
uktadu, wymiary, wyniki pomiaréw.

2. Wyprowadzenie wzoréw na moment hiperstatyczny M oraz na przemiesz-
czenie A

3. Wykresy przebiegéw sit wewngtrznych dla gérnej ¢wiartki uktadu.

4. Uwagi i wnioski dotyczace poréwnania wynikéw teoretycznych i do$wiad-
czalnych.

M
A
2
Literatura do ¢wiczenia: (8]

Rys. 14.9. Schemat rozkiadu sit

M, =M+%P(r+x)+%Fr (0<x<1).

Energia sprezysta zgodnie z (14.4) wynosi

4 /2 1t
— | [M2rde + [ M2dx
2EI { Sy { *

V=

Przy obliczaniu hiperstatycznego momentu M mozna pomina¢ site fikc

F.Z réwnania g—;; = 0, po przeksztalceniach otrzymuje si¢

v Pr’(2-m)-Pl(2r+1)

2(rm +21) g
6. Obliczy¢ z twierdzenia Castigliano powigkszenie wymiaru CD. Wy
czamy je z réwnania: A., = 22—;{ ‘ . Przy wyznaczaniu energii

F=0

W wyrazeniu na M@ i M, nalezy uwzgledni¢ silg fikcyjna F. (Prz;
F = 0 po zakoriczeniu rézniczkowania). Po przeksztatceniach otrzymuy
my ostatecznie 5
P ri4-mn)+2rl+ri?(n-2)

3 mneat
DT rm+ 21

7. Poréwnaé wynik teoretyczny z wynikiem do§wiadczalnym.
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