Umowe te ilustruje rys. 12.1, przy czym strzatki wskazuja kierunek, od kt6-
reg0 rozpoczyna sig obliczanie danej sktadowej zredukowanej sity wewnetrznej.

Cwiczenie 12

WYZNACZANIE LINII UGIECIA BELKI

"

Celem Cwiczenia jest pomiar przemieszczeri punktow belki zginanej i ﬁi
réwnanie otrzymanych warto$ci z wartoSciami ugie¢ obliczonymi na dmm M,
teoretycznej. Zaklada si¢ znajomos¢ nastepujacych zagadnien przez Przystepu-
jacych do odrabiania ¢wiczenia: sity wewnetrzne i zredukowane sity wewnetrzne ST
W pretach zginanych, wyprowadzenie réwnania osi ugigtej preta réwnomiegiﬁ
zginanego oraz obliczanie geometrycznych momentéw bezwladnosci fig
plaskich. Zagadnienia te nie sa omawiane w niniejszej instrukcji.

Rys. 12.1. Znaki sily poprzecznej i momentu gnacego

W przypadku gdy do preta przylozone jest obcigzenie roztozone w sposGb
ciagly, o intensywnosci bedacej funkcja wspétrzednej mierzonej wzdtuz osi
preta (rys. 12.2), nalezy w nieskoriczenie matych przedziatach o dlugosci dx,
‘kiérych odleglosci od jednego z kraficéw belki wyrazaja sie wspéirzedna
£(0<E<x), zastgpowac obciazenie ciagle g(€) jego wypadkowa dQ(E).
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12.1. WPROWADZENIE

12.1.1. Sporzadzanie wykreséw zredukowanyéh sit wewnetrznych
dla belek zginanych

Zredukowanymi sitami wewnetrznymi w przekrojach poprzecznych %- 9=9()
kich pretéw poddanych zginaniu ptaskiemu sa: sita poprzeczna i mo
gnacy [4, 8]. Sposdb okreslenia tych sit wynika bezposrednio z wari
musza one zapewnia¢ réwnowage odcigtej czgsci preta i mozna go p!
wié nastepujaco:
Moment gnacy w dowolnym przekroju preta jest rowny sumie mo
wzgledem osi przechodzacej przez §rodek cigzkosci tego przekroju wszys
sit dziatajacych na czg$¢ preta oddzielona tym przekrojem.
Sita poprzeczna w dowolnym przekroju preta réwna jest sumie sktadoy
poprzecznych sit dziatajacych na cze§¢ preta oddzielona tym przekrojem.
Oczywiste jest, ze wynik obliczania wartosci zredukowanej sity pop!
nej w danym przekroju nie moze, zaréwno co do modulu, jak i znaku,
od tego, ktéra z odcietych czesci preta przyjeto za podstawe obliczen.
w tym celu przestrzega¢ podanej nizej umowy o znakach sit wewnetrzn;
Sita poprzeczna spowodowana sitami dziatajacymi po lewej stronie przek
i skierowanymi do géry ma znak dodatni, a skierowanymi w d6t — znak uj
Sita poprzeczna spowodowana sitami dziatajacymi po prawej stronie prz
i skierowanymi w dét ma znak dodatni, w przeciwnym razie — ujemny-
Moment gnacy spowodowany sitami zewnetrznymi dziatajacymi d
jest dodatni, a dzialajacymi na dét — ujemny. k-

Rys. 12.2. Wyznaczanie sity poprzecznej i momentu gnacego
\;
Dla belki pokazanej na rys. 12.2 otrzymane ta metodg zalezno$ci na site po-

~ DPrzeczng i moment gnacy od obciazenia ciaglego w przekroju okreslonym
Wspéirzedna x maja postaé

T(x) = R, - [dQ(E) = R, - [q(E)dE = R,-Q,, (12D
0 0
M(x) = Ryx- [dQ(E)(x - &) = Ryx - [(x-E)q(E)dE. (122)
0 0
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Catka wystgpujaca we wzorze (12.2), ktéra okre§la moment statyczny pol
pod wykresem funkcji g(€) dla & € (0,x) wzgledem osi réwnoleglej do o
y i przechodzacej przez dany przekr6j, moze by¢ wyrazona przez iloczyn py
wierzchni tego pola Q, (tj. wypadkowej obciazenia ciaglego w danym prze- |
dziale) przez odleglos¢ s, Srodka cigzkosci pola od przekroju. Pozwala to na
przepisanie wzoru (12.2) w postaci :

M, (x) = R;x-Q.s,. (1238

Na podstawie wzoréw (12.1) i (12.3) mozna sformulowac wniosek o chara
kterze og6lnym, iz obciazenie roziozone w spos6b ciagly moze by¢ dla obli-
czenia momentu gnacego i sity poprzecznej zastapione jego wypadkowa przy-
tozona w $rodku ciezkosci figury, ktéra na odcigtej rozwazanym przekrojer
czesei belki tworzy wykres intensywnosci obcigzenia.

Jak wiadomo, w przypadku belek zginanych mozna wyprowadzi¢ nastgpu:
jace zalezno$ci wiazace ze soba moment gnacy M,, site poprzeczna T ora
intensywno$¢ obciazenia ciagtego g

2
T e Do r,, E5 . 0.
dx dx dx?

Z zaleznoci (12.4) oraz z definicji momentu gnacego i sity poprzecznej
wynikaja nastepujace wnioski, ktére znacznie ulatwiaja rysowanie wykreso
sity poprzecznej i momentu gnacego:
1. Jezeli koniec belki nie jest obciazony momentem skupionym, to jest tam

M_ = 0. Podobnie, jesli do korica belki nie jest przylozona sita skupiona,

jesttam T = 0.
2. Dla belki poddanej dzialaniu sit skupionych, sita poprzeczna jest funkeja

odcinkami stala o punktach nieciagtosci w miejscach przytozenia tych

za§ moment gnacy jest funkcja odcinkami liniowa, na ktrej wystepu]
zalamania w punktach przylozenia do belki sit skupionych oraz nieciagk.ﬁ
ci (skoki) w miejscach, w ktérych do belki przytozone sa momenty sk‘up{

ne. Kazdorazowo wielko$¢ skoku odpowiada wartosci odpowiedniej S

lub momentu skupionego. .
3. W przedzialach, w ktérych wystgpuje obciazenie rozlozone o stalej inten

sywnoci (g(x) = const), sita poprzeczna jest liniowa, a moment gnac:

kwadratowa funkcja wspéirzednej x, liczonej wzdtuz osi belki.

Zastosowanie powyzszych wnioskéw pozwala na wykreslanie przebl.e
zmiennosci funkcji 7'(x) i M, (x) w sposéb uproszczony, przez wyznacz_z!m&
wartosci jedynie w punktach charakterystycznych, takich jak krance bel}(l ip
ty przylozenia obciazeri skupionych, a nastgpnie aczenie ich linia@, l':t
rodzaj wynika z charakteru dzialajacego obciazenia. Niekiedy odpowiedni d
krarica belki, od ktérego rozpoczyna sig rysowanie tych wykreséw (np.
bodny koniec belki wspornikowej), pozwala nawet uniknac obliczania rea
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12.1.2. Metoda Clebscha wyznaczania osi ugietej belki

Réwnanie rézniczkowe osi ugietej belki dla uktadu wspétrzednych, w kté-
rym of x skierowana jest wzdituz belki z lewa na prawo, za$ o§ y zwrécona
jest ku dotowi, ma posta¢

d?y | M (x)
[T ol T

(12.5)

Roéwnanie to jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu, zatem w roz-
wiazaniu wystepuja dwie state catkowania. W przypadku gdy na belke dziata-
ja obciazenia skupione, zaleznosci okreslajace funkcje Mg(x) zmieniaja si¢
w punktach ich przylozenia, bedacych granicami kolejnych przedzialéw zmie-
nnosci obciazenia. Pociaga to za soba konieczno$¢ rozwiazywania réwnania
(12.5) dla kazdego z przedzialéw oddzielnie i wyznaczania dla kazdego z nich
statych catkowania. Wykorzystuje sig¢ w tym celu warunki brzegowe wynika-
jace ze sposobu podparcia belki oraz warunki geometrycznej ciaglosci osi
ugietej na granicach przedzialéw zmiennosci obciazenia. Postgpowanie takie
ma charakter ogdlny, jest jednak zazwyczaj bardzo pracochtonne.

Dla belek o statej sztywnosci i nie majacych na swej diugosci przegubéw
mozliwe jest zastosowanie prostszej metody, zapewniajacej réwnos¢ statych
catkowania we wszystkich przedziatach i tym samym umozliwiajacej wyzna-
czenie ich wylacznie na podstawie warunkéw brzegowych. Metoda ta nosi
nazw¢ metody Clebscha i stosujac ja nalezy postepowac zgodnie z nastgpuja-
cymi regutami:

1. Dla wszystkich przedzialéw zmiennosci funkcji momentu gnacego nalezy
przyjmowaé poczatek ukiadu wspétrzednych w jednym z koncéw belki

i pisa¢ réwnania momentu gnacego w taki sposéb, aby zawieraty wszystkie

wielko$ci wystepujace w réwnaniach dla przedzialéw poprzednich.

[}

. Jezeli a; sa wspétrzednymi punktéw przytozenia sit skupionych P, lub
poczatkami obciazen q,.'foz}oZOnych w sposéb ciagty, to przy catkowaniu
wystepujacych w funkcji okreslajacej moment gnacy wyrazen typu

2
(x-a
B(x-a) _2Q.

ub g, (12.6)

nie nalezy rozwija¢ nawias6w, prowadzac to calkowanie wedlug nastepuja-
cego schematu
ek :
f(x—ai)"dx = +C.
n+1

(12.1)

3. Kazde pojawiajace si¢ obciazenie ciagle musi przebiega¢ do korica belki.
Obciazenie roztozone tylko na pewnym jej odcinku nalezy zastapi¢ ukladem
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réwnowaznym ztozonym z dwéch obciazen, z ktérych kazde ciagnie sig do
kofica belki, tak jak to przykladowo pokazano na rys. 12.3.

9 q

L e el

Py o ol

Rys. 12.3. Analiza obciazenia ciagltego

4. Jezeli wéréd sit uogélnionych obciazajacych belke sa momenty skupione
to do funkcji okre§lajacej moment gnacy wprowadza si¢ wspétrzedne punl
tow ich przylozenia, mnozac wartos¢ momentu K; dziatajacego w pun
cie a; przez wyrazenie

fEeant =L (12

Catkowanie wyrazefi typu Ki(x —'ai)o prowadzi si¢ wedtug schematu okre-
Slonego wzorem (12.7). L

Funkcje okreslajaca moment gnacy w sposéb wymagany w metod
Clebscha mozna zapisa¢ w postaci jednego zwiazku dla calej belki, wprowa-
dzajac do niego pionowe kreski opatrzone numerami kolejnych przcdzialzi
zmiennoSci obcigzenia. Kreske z numerem przedziatu umieszcza si¢ za ostat
nim sktadnikiem okre§lajacym moment gnacy w tym przedziale. Wyznacza
moment gnacy w konkretnym przedziale, odrzuca si¢ cze$¢ wyrazenia poto:
ng na prawo od kreski oznaczonej numerem tego przedziatu. Tak samo pos
puje si¢ oczywiscie przy wyznaczaniu z réwnania osi ugietej przemieszc:
belki w poszczegblnych przedziatach.

B <\K
A

q
II[IIB
A AN
5 "";
2D
b @ ® @
y

Rys. 12.4. Schemat belki
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Zastosowanie metody Clebscha do wyznaczania réwnania osi ugietej zosta-
nie zilustrowane na przykladzie belki, przedstawionej na rys. 12.4. Na belke te
dziata sita skupiona P, moment skupiony K oraz obciazenie roztozone o inten-
sywnosci g. Przyjmujac poczatek wspéirzednych w punkcie A otrzymuje sie
nastepujaca funkcje okreslajaca moment gnacy

LoNg
M,(x) = RAxll -P(x-a)|, +K(x—b)°L ~q("—2°)_L (12.9)

oraz rézniczkowe réwnanie osi ugigtej o postaci

2

) AP A 3

dx’

Jednokrotne scatkowanie tego réwnania prowadzi do zwiazku okreslajacego
kat ugigcia

il 5 b of
EG a)’2 K(x-bp| +q L (12.10)

2 a
LSl L‘ +pM] -K(x-b)
1 2 2 i)

Lff' (12.11)
“dx ) e

Kolejne catkowanie pozwala wyznaczy¢ algebraiczne réwnanie osi ugietej

3 = I
Ely=D+Cx-REZ|+P& “’3‘ Sl
6 6 2 3

e
cqEzel| 242
2 24 14

W réwnaniu (12.11) wystepuje stata catkowania C, za$ w réwnaniu (12.12)
— stale C i D. Warto zauwazy¢, iz wyliczajac ze wzoru (12.11) kat ugiecia
belki dla x = 0, a ze wzoru (12.12) — ugiecie belki w tym samym punkcie,
otrzymuje si¢ zaleznosci :

B

dy D
y i 0) =
e ¥(0)

: =l (12.13)
4y B El

T

Stale catkowania w metodzie Clebscha sa wiec proporcjonalne do ugiecia
(stala D) i kata ugigcia (stata C) w poczatku wspétrzednych. Znajomosé tego
sensu fizycznego statych catkowania pozwala czesto na stwierdzenie zerowosci
przynajmniej jednej z nich bez przeprowadzania obliczeri, tylko na podstawie
znajomosci sposobu podparcia belki.

12.3. OPIS STANOWISKA

Stanowisko badawcze sklada si¢ z belki podpartej przegubowo o przekroju
poprzecznym w ksztalcie dwuteownika o réznych szeroko$ciach gérnej i dol-
nej pélki. Belka daje si¢ przesuwaé wzgledem podpér, a obciazenie jest przy-
kladane za pomoca zawieszanych na niej szalek z obciaznikami. Pomiaru
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ugie¢ dokonuje si¢ przy uzyciu czujnikéw zegarowych, ustawionych na pod-
stawach magnetycznych.

12.4. PRZEBIEG CWICZENIA

1. Wybraé: polozenie belki wzglgdem podpdr, punkty przytozenia sit i punkty
pomiaru ugieé oraz sporzadzi¢ na tej podstawie schematyczny rysunek
belki, ktéry powinien zawiera¢ potrzebne wymiary, tycznie z wymiarami
przekroju poprzecznego belki. '

2. W obranych punktach ustawi¢ czujniki zegarowe i wyzerowa¢é je dla belki
nieobcigzonej (nalezy uwzglednié przewidywany zwrol ugigcia belki, w ra-
zie potrzeby napinajac wstepnie czujnik).

3. Dla podanych przez prowadzacego ¢wiczenie wartosci sit wyznaczyC ugie-
cia w obranych punktach (uwzgledni¢ zwroty!).

4. Wyznaczy¢ o$ obojetna oraz geometryczny moment bezwladnosci przekro-
ju poprzecznego belki, a nastgpnie, korzystajac z metody Clebscha, wyli-
czyC ugiecia w punktach pomiarowych dla takich samych wartosci sit jak
w punkcie 3.

12.5. ZAWARTOSC SPRAWOZDANIA

Sprawozdanie powinno zawierac:

Schemat belki.

Tabelke z wynikami pomiaréw.

Petne obliczenia teoretycznych wartosci ugiec.

Tabelk¢ zawierajaca poréwnanie wynikéw doswiadczalnych z teoretycznymi.
Wykresy momentu gnacego i1 sity poprzecznej dla jednego z przypadkow
obcigzenia.

Whioski dotyczace zgodnosci wynikow teoretycznych 1 doswiadczalnych.
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Literatura do éwiczenia: [4], [8B]




